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-Verwendung von Taylorreihen
-Verwendung vonn genaueren Datentypen (double statt float)

M(B,L,e0,e1)   ->   M(2,4,-2,1)

                   /2  <                     /2  <- -> *2

Mantisse e-2 e-1 e0 e1

0000 0 0 0 0
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0011 0.046875 0.09375 0.1875 0.375
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1110 0.21875 0.4375 0.875 1.75
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Die Subtraktion von Dualzahlen
Hier kommen wir mit unserer normalen Schulmathematik nicht mehr weiter. Bevor wir uns mit dem komplizierten „Warum ist das denn so?“ beschäftigen, 
merken wir uns ersteinmal den Mechanismus. Der Satz lautet: Die Subtraktion von 2 Zahlen erfolgt durch die Addition des Zweierkomplementes. Als konkretes 
Beispiel nehmen wir dazu die Rechnung 14-9=5. - 9 ist im Dualsystem 00001001.
- Das Einerkomplement zu 00001001 ist 11110110.
- Das Zweierkomplement 11110111.
- Dies addieren wir nun zu 14 also 00001110. 

   00001110 
  +11110111 
   ========
   00000101

Die Addition von Dualzahlen
Die Addition funktioniert wie bei der Addition von Dezimalzahlen: 

   0111 
  +0100 
   ====
   1011 

Die Multiplikation
Die Multiplikation entspricht einem Verschieben nach links, man spricht auch von einem shift, in diesem Fall ein Links-Shift. Betrachtet man einige einfache 
Multiplikationen, dann wird das Prinzip deutlich:
00001111 * 00000010 = 00011110
00001111 * 00000100 = 00111100
00001111 * 00001000 = 01111000
00001111 * 00010000 = 11110000
Komplizierter wird es, wenn nicht nur mit 2, sondern mit einer beliebigen Zahl multipliziert werden soll: Für jede 1 im zweiten Operand muss eine Multiplikation 
ausgeführt werden, und die Ergebnisse anschließen miteinander addiert werden.
00001111 * 00000101 entspricht also 00001111 * 00000100 + 00001111 * 00000001
= 00111100 + 00001111 = 01001011
Auch bei der Multiplikation muss dringend auf den Wertebereich geachtet werden. Denn genauso wie bei der Addition kann es hier zu einem Überlauf kommen, 
der das Ergebnis verfälscht.

Die Division
Bei der Multplikation wird ein Links-Shift durchgeführt, dementsprechend ist es logisch, dass bei der Division ein Rechts-Shift durchgeführt wird. Teile ich die 
Zahl 8 durch 2 ergibt das 4, in Dualschreibweise 00001000 / 00000010 = 00000100. Die Division durch 2 entspricht also einem Rechts-Shift von einer Stelle. Die 
Division von 8 durch 4 ergibt 2, in Dualschreibweise 00001000 / 00000100 = 00000010, also ein Rechts-Shift von zwei Stellen. Was passiert nun aber mit Nach-
kommastellen? Schauen wir uns die einfache Division von 3 durch 2 an. 00000011 / 00000010 = 00000001 Der Rechts-Shift bewirkt, dass die letzte 1 rechts aus 
dem Zahlenbereich „herausfällt“. Das bedeutet, dass alle Nachkommastellen abgeschnitten werden. Wichtig: Es wird nicht gerundet, es wird abgeschnitten. Das 
Ergebnis aus 3 durch 2 ist also 1!!! Diese Art der Division funktioniert jedoch nur, wenn man durch 2 oder eine Potenz von 2 dividiert. Wir kommen jedoch auch 
mit unserer ganz normalen „Grundschulmathematik“ weiter. Hier ein Beispiel, wie man im Dezimalsystem normalerweise dividiert: 
   1307/11=118 Rest 9
  -11
   ==
    20
   -11
    ==
     97
    -88
     ==
      9
Wenn man diese Art der Division jetzt nach dem gleichen Schema bei binären Zahlen durchführt, dann kommt man auf das gleiche Ergebnis.

   10100011011/1011=1110110 Rest 1001
 - 1011
  =====
   10010
  - 1011
   =====
     1111
    -1011
     ====
      1001
     -   0
      ====
      10010
     - 1011
      =====
        1111
       -1011
        ====
         1001
        -   0
         ====
         1001

Rechnet man die Dualzahlen jetzt wiederum in binäre Zahlen um, so kommt man wieder auf 1307/11=18 Rest 9 (siehe oben). Auch hier gilt wieder: Der Rest wird 
gnadenlos abgeschnitten, nicht gerundet. D.h. Der „Rest“ entfällt.
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a11 * * *x a x a x b1 12 2 13 3 1 0+ + + =
aa x a x a x b
a x a x a x b

21 1 22 2 23 3 2

31 1 23 2 33 3 3

0
0

* * *
* * *
+ + + =
+ + + =

                   A x b
a a a
a a a
a a a

* + =







0

11 12 13

21 22 23

31 32 33














+





*

x
x
x

b
b
b

1

2

3

1

2

3






= 0

1

11 12 13 1

21 22

Tabellenform
x

a a a b
a a

:
   x x  12 3

aa b
a a a b

R

23 2

31 32 33 3

Rückwärtseinsetzen in Rechtsdreieckform:

==











r
r

r

r n

ii

nn

11 1

0

0 0

... ...
...
...... .

...
..

.
.

.




= + =













 R x c

d e f
g h i

a b c

* 0

**
x

c
c

x
x

c1

2

3

2

3

1










+











=

=−
+

=−
+= +

∑

0

1 1x
c r x

r
c b x

i

i ik k
k i

n

ii

* *
          Beispiel x1

22 3+( )c x
a

bei

*

 Linksdreiecksform bei uns 1 in der Diagonale  Vorwärtseinsetzen:

R
l

l ln n

=

1
1

0
021

1 2

... ...
...
...... ...

..
..
.

..

*

*

1

0














= + =

=− +

 R x c

x c r xi i ik k
kk i

n

c b cx x
= +
∑









 =− + +( )( )

1
1 2 3  Beispiel x1 * *
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verschieben der Zeilen in der Matrize, für ein Genaueres Reesultat
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






+





46 3 9

5 3
4 7

5
1
8

0
0








=












0      si=

....
3+5
4+7=

=8
11


=





    qi=

Matrizenelement
si

....
0.625
0.3636







−

−












+




46 3 9
5 3
4 7

5
1
8

0
0








= →0     lassen, weil oberes qi > unterres qi

...

Tauschen Permutationsmatrix von Zeilen  und Permutationsvekttor:

             *          
1 2 5
3 6 2
9 7 1
























      

1
2
3

   Permutationsvektor :: Matrize für den Algorythmus

0
0
1

P1

0
1 0
0 0

1



























   
9 7 1
3 6 2
1 2 5

      
3
2
1


















P2

0 0
0

0
1

1

1
0
0

   
9 7 1
1 22 5
3 6 2

      
3
1
2

























Immer dort 1 setzen, wo ich die Zeile hinhaben will!
P2 ** *P A1

                                                                      *       
0
0
1

0
1 0
0 0

1











PPermutationsmatrix P P P
1
0
0

= =











2 1

0 0
0

0
1

1
*















=
+( )=
+

0
1
0

0 1
0 0
1 0

0
P A
P A x b
P A x

L R*
*

* *

*

PPb
x PbL R

L y P b

R x y

=
+ =
+ =

− =

0
0

1 0

2 0

* *
. * *

. *

   

 

Inverse

x inverse x

A A

 Matrizen:

               7 21 1
7

21* *

*

= → → =

−11 1 1= → =( ) * ( )Einheitsmatrix A X Einheitsmatrix           

            *               
x
x
x

x11

21

31

12










xx
x

x
x
x

22

32

13

23

33




































a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

      
1
0
0
























  
0
1
0

   
0
0
1


= =−










A L R*                    b
1
0
0

(1)









+ =
+ =
=−

= −

=

−

L R x b
A z b
A z b
z A b

A X

* *
*
*

*( )

*

( ) ( )

( )

1 1

1

1

0
0

1
0
0









=











A

A

X

X

*

*

( )

(

2

3

0
1
0

)) =












0
0
1



Ausgleichsrechnung:

Einführen des Residuum r,

C x d
C x d r

*
*
+ =
+ =

0

  da Gauss nur mit Gleichviel Unbekannten wie
Gleichungen auuskommt.

minimal, da Fehlerfunktion

Tx C d r
r r

x C d

T T T

T

T T

*
*

*

+ =
=

+ TT T T T

T

T T T

T T

C x d x C C x d d

x

x C d d C x

C d x

F x

( ) +( )= + +

=

+

( )
* * * * * ** * * *

* *

( ) ** * * *

*

* * * *C C x d d

C A

C d x r rT TT T+ + =

=

( ) = =2 Fehlerfunktion minimal

CT

CC d B

F
x

a x

F x x A x B x d d r r

T

i
ij j

T T T

*

* *

( ) * * * * * *
=

→
∂
∂
= +

= + + =2

2 2

minimal

**

( ) * *

'( ) *

:

b

f t c c x c x

F x A x B

Beispiel

i
j

n

=
∑
→

= + +

= + =
1

0 1 2

0minimal  

22

0

0 1 3

0

0 1
1 3
3 2 3

Messwerte
f c
f c c c
f c

:
( )
( )
( )

= =
= = + +
= = +

     
      

** *
( ) * *

c c
f c c c

1 2

0 1 2

9
5 6 5 25

1 0 0
1 1 1
1 3 9
1 5 25

+
= = + +







    




















+

−
−
−

*
c
c
c

0

1

2

1
3
2
−−













=

+ = =

6

0

0A x B*             B CC Cd A cT T* *        

            *           

=




1 0 0
1 1 1
1 3 9
1 5 25









−
−
−
−






         

1
3
2
6





















1 1 1 1
0 1 3 5
0 1 9 25













−
−
−






4 9 35
9 35 153
35 153 707

12
39
171









+ = →





A x B* 0

4 9 35
9 35 153
35 153 707

   



















+
−
−
−






*

x
x
x

1

2

3

12
39
171








=0    

RechtsdreiecksMatrix und LinksdreiecksMatrix:

RechtsdreieckssMatrix

c12

=













1
0 1
0 0 1
0 0 0

13

23

c
c



=






LinksdreiecksMatrix

01 0
1 0

1
21

31 32

41 42 43

c
c c
c c c











Differenzieren
F
x

a x b
i

ij j i
j

n

 bei Matrizen:

      

∂
∂
= +

=
∑2 2

1

* * *

       *            
x
x
x

a a a

1

2

3

11 12 13













aa a a
a a a

a x a x a

21 22 23

31 32 33

11 1 21 2 1











+ +* * 33 3

21 1 22 2 23 3

31 1 32 2 33 3

*
* * *
* * *

x
a x a x a x
a x a x a x

+ +
+ +













( ) ++ +( )x x x a x a x a x1 2 3 11 1 21 2 13 3    x

         
1 * * * *

                   

             

x a x a x a x2 21 1 22 2 23 3* * * *+ +( )+
               x

F
x

a x a x a x

a x a

3

1

31 1 32 2 33 3

11 1 212

*

*

* * *

*

+ +( )

∂
∂
= + ** *

*

*

* * *

*

x a x

F
x
F
x

a x a x a x

a x

2 13 3

2

3

21 1 22 2 23 3

31 1

2

2

+( )

∂
∂
=

∂
∂
=

+ +( )

+aa x a x32 2 33 3* *

:

+( )

Symmetrie bei x*x

   *                   

T

  

1 2 5
3 2 1
1 1 2
5 7 1

1 3 1 5
2 2 1 7
5 1 2 1




































36

58
31

44 15
44 21
15 21



Ausgleichsrechnung
fi

 Beispiel:
gegeben  Messtellen t   i ,( ) = 11,2 2,2.5 , 3,4 , 4,7 , 5,20 , 6,40

  f t =c0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

,

gesucht ++







c e
mit

e
e
e
e
e
e

t
1

1

2

3

4

5

6

*
 Gauss:

1
1
1
1
1
1

















+

−
−
−

*

.
c
c

0

1

2
2 5
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7
20
40

−
−
−















=

=
=

r

A C
C

C
b d

T

T

*
*

                       *                             

1
1
1
1
1
1

e
e
e
e
e
e

1

2

3

4

5

6















−
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4
7
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−
−
−
−
−














.











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
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−
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−
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
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
−

  
55

11581 35

6 636 632977
0 120680 1

−





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Q R− → zerlegung   geht auch mit nichtquadratischen Matrizen::
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Bei mehr Gleichungen als Unbekannte.
Kann n-mal abgeleitet werden.

3 Stützpunkte = Polynom 2.Grades

Ab hier einen Funktions-
punkt festlegen
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Spline Interpolation : Hermite interpolation
1.Bestimmen dess Intervalls
2.Berechnen des Parameters h x x
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Differentialgleichungen:
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Lösen von Sytemen  von DGL und DGL höherer Ordnung:
Um eine Gleichung zweitenn Grades mit einem Interpolationsverfahren (nach Euler, Heeun, Runge-Kutta) lösen zu können, muss die 
Gleichung in eein Gleichungssystem ersten Grades umgewandelt werden.
Ziell ist eine Gleichung in der Form:
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Zur Lösung dees Problems kann die Runge-Kutta Methode 4.Ordnung herbeiggezogen werden
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 Schritt bei Heun und Runge-Kutta:
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