Austauschverfahren :
X, x, x; x, 1 X, x, y, x, 1
Yi(a, a, a; a, b Yi{a, a, a; a, b,
Ya|ay @, ay a, b, - Xy|ay A, a, a, b,| Pivot
Vilay a; ay ay, by yila, a; a; a, by
1.Pivotelement = —
ivot
2.Die restliche Pivotzeile durch Pivot teilen — mit negativem (7) Vorzeichen
3.Pivotspalte wier durch Pivotelement geteilt (ohne Pivotelement)
. o a, -
4.restlichen Elemente subtrahieren wir QZelle wo wir sind, Pw:)tsalte Pivotzeile, Splate wo wir sind
Pivotelement
Bsp.:
X, X, x, 1
v, (3 7 4 -13
y,|-5 4 5 2 Pivot
y;\-1 2 3 16
A*x+b =0
A'*A*x+ A *b=0
x=—A'*p
Vi X, x; 1
x[1 7 _4 -1
3 3 3 3
I )
300303 3
13133
Ysf3 3 3 3
47 —5%7 5, -5*-13
3 3 3 3
_]* 1% _
35 s 5*%4 35 —16— 1*-13
3 3 3 3
13 ) —1*7
3 3
13, —1*4
3 3

Lineare Optimierung: z=16%x, +32%x, = max

2
Damenschuhe Herrenschuhe Kapazitit verfiigbar . 16%x. +32%x. = 3200 3200 Annahme
y1 1 2

Herstellzeit[h] 20 10 8000 1
Maschinenzeit[h] 4 5 2000 700 L= *%, +100
2
Lederbedarf{em’] 6 15 4500 Maximum von x, und x, beim verschie-
Reingewinn 16 32 600 ben der Linie solange bis noch im von y,

y, und y, begrenzten Gebiet.

X, = Anzahl der Damenschuhe

y3=-x2+1020 500
X2:10
20%x, +10%x, < 8000 400
4%x, +5%x, < 2000

6%x,+15%x, < 4500 |10| 711 300

L
X, >0 |Elchtung!! |

X, >0

X, = Anzahl der Herrenschuhe

200

¥, =—20%x, —10*x, + 8000 >0

¥y = —4%X, —5%x, +2000 >0 100

V4= —6%x, —15%x, +4500>0

x, >0 7‘7‘ i - PN B
%, >0 100 200 300 400, 500 600 700




eispiel Formelfindung: Simplex Algorythmus:

Gliterwagen sollen minimal von A und B zu R,S,T. X X X 1
yl all alq aln c1
ail a|q ai|| cl

O |Bendtgte Giiterwagen | .

1.Bedingung:a_ <0
2.Bedingung:b_>0

. . c, -
Ivorhandene Gﬁterwagenl 3.Bedingung : Quotient Q, . = minimal
iq
RS T Beispiel:
A 5 4 9 X, X 1 Q,
B 7 8 10

y,(-20 —10 8000)  -400
Y,|—4 —5 2000  -500
¥Y,|—6 —15 4500|  -750
z(16 32 0

X, = Wagen von A nach R

x, = Wagen von A nach S

Yy, =—X, —X,+18>0 Wagen von A nachT
Yy, =-X,+11>0 Wagen von B nach R
y;=-X, +10>0 Wagen von B nach S
y,=124+x, —114x, -10>0

| Austauschverfahren

ITauschen, bis alle z Werte negativ! |

= —-9+x,+x,>0 Wagen von B nach T l l
x 20 Yo X% 1 Q
X, 20 o . S s -800
2=5%X, +4%X, +9%(—x, — X, +18)+ 7*(—x, +11)+8%(—x, +10)+10*(x, + x, —9) y T 5 400 13333
2
z=—x, —3%x, + 229 = nimimal 5
3
Y| 10 —12 2100 -175
. 2 24 a0
5

néchtstes Pivotelement

Bei Maximum wiederhlen, bis ganze z-Reihe <0

Bei Minimum wiederhlen, bis ganze z-Reihe >0

beim minimieren: Funktion hier: z= (16*3(1 +32%x,)*—1
z=—16x, —32%x,




Zahlenformate des DSP:
32 Bit Fixpoint als Integer:

31 30 29 ... 2 1 0 Umrechnung mit TI1-89:
931 930 A 72 ol A0 Dez->Hex 3528>Hex
. Dez->Bin  3528>bin
grosste Zahl 27 -1 Hex->Dez Oh7b2
kleinste Zahl 1 Bin->Dez 0b1011101

1.Bit immer Vorzeichen.

2 <x <2V

negative Zahlen immer im 2-Er Komplement

Bsp. 5

5=00000101

ler Komplement = 11111010 -> invertiert

2er Komplement = ler komplement+ 1 =11111011

-5=11111011 . b d ' '
32 Bit Fixpoint als Fractional: lmmer a run en oo
31 30 29 .. 2 1 0

271 272 273 . 2730 2731 2732

z=2"4272 4. 427

Z=§:2'i |*232
e=l Zahlenraum bei signed Integer:
z#22 =242 4  4+2° . .
bei n Bit:
Bsp. 0.5278 ol own _ g
0.5278*2% = 266883738
—>bhin=100001110001110111110011010011010
Bsp. 8 bit Zahl Multiplikation:
11001000 = 200 10010001*1100111]
200 1100111
2—8=O.78125 0000000*
32 Bit Floatingpoint: 0000000**
31 30-23 22-0 0000000 ***
s Exponent Fraction 1100111 x*x*x*
Zahl =(=1) * 2520 % (1.4 Fraction) 000000Q ==
o = alles 1 000000QQ*****x*
_0 = allesO 1100111*******
Bsp.15.257 11101001010111]
s=0
exp = log, (15.257) = 12805257 _ 3 933 (er Abrundent)
log,,(2)
3 =expo—127
expo=130=10000010
. 15.257 .
Mantisse= > =1.907125 Achtung: bei 1.xxxx 1 weglassen

bei 0.xxxx belassen aber expo+126
0.907125*2" =7609516=11101000001110010101100




R—M M—R
Zahl =6*m* B*

L = Anzahl Ziffern
&= Vorzeichen

B = Basis

e = Exponent

m = Mantisse
L
m:%‘+%+...+%:;zj *B
M(B,L,e,,e, ) ist Menge der Maschinenzahlen
e,,e, = Bias Exponentenverschiebung
Bias = Verschiebung des Exponenten e — Bias = eigentlicher Exponent
normalisert = fithrende Zahl 1.Ziffer =0
maxreal = B * (1 - B"‘)
minreal normalisiert = B
minreal nicht normalisiert = B*™"
Das Maschinenepsilon eps 6 entspricht der kleinsten Zahl ¢ fiir die gilt:
1+8>1'

1
eps 6 = E* B'" Maschinenepsilon ist auch der relative Rundungsfehler!

Gestetz von DeMorgan:
'p&&!q=!(pllq)
plilg="!(p & &q)
ler Komplement ist nur Bitweise negiert!
2er Komlement (aus X wird -X):
1.negiere X Bitweise
2.addiere 1
Uerlauf erkennen:

00010  Erweiterung um ein Bit

+00110
01000 Achtung — beide Vorzeichen verschieden

binére Operatoren:
=5 L, %

&, &&

Lol

A Exklusives Oder:

00=0
01=1
10=1
11=0

<< bitweise Schiebung nach links — *2
>> bitweise Schiebung nach links — /2

uniire Operatoren:

++, ——, ~(Bitweise negation), —(Vorzeichen Minus)




xeR p(x)EM A=[x—p(x)|

Abstand zwischen zwei Zahle auf M = A=B*"

Absoluter Rundungsfehler eps = % < %* B

In Berechnungen mit Gleitpunktzahlen sollten die kleinen Terme zuerst zusammengezihlt werden!
Stellenausloschung bei Subtraktion, wenn bede Zahlen etwa gleich gross!

x,y €R Xy €M

absolute Fehler Ax = x —x

X—X

relativer Fehler 6x = & =
X

X

absolute Fehler A (X + y) =Ax+Ay

absolute Fehler A(x—y)=Ax— Ay Bei Stellengenauigkeitscheck von zwei Zahlen a und b:

absolute Fehler A(x*y)a x* Ay +y* Ax abs(a+b) < gt ‘a‘ + ‘b‘
2

. X M
relativer Fehler d(x +y)=——*x+——*§
( y) Xty xty y

Alx* * *
relativer Fehler §(x*y)= (x y)zy Axtx Ayzﬁx*éy
x*y x*y

Af(x) ~f'(x)* Ax
X Al *fr
of (x) ~ x*f (X)*Ez x*f (X)*éx
f(x) X f(x)
x*f'(x) _relativer Fehler des Resultats
f(x) relativer Fehler der Daten

Kondidionszahl k; =

ist k; gross, so verstirkt sich der Fehler durch die Anwendung der Funktion stark — schlecht konditioniert
Identitiiten verwenden:

X -y =(x+y)*(x—y) auch bei: sin (x) - cos(y) — sin und cos ausrechenen und auf die vorgegebenen Kommastellen rechene.
1-cos(et) — Ausloschung = 2%sin’ [%] — besser

-Verwendung von Taylorreihen
-Verwendung von genaueren Datentypen (double statt float)

M(B,L.cO,cl) > M(2,4,-2,1)

Mantisse

0000 0

0001 0.03125 0.0625 0.125
0010 0.0625 0.125 0.25
0011 0.09375 0.1875 0.375
0100 0.125 0.25 0.5
0101 0.15625 0.3125 0.625
0110 0.1875 0.375 0.75
0111 0.21875

1000

1001

1010

1011

1100

1101

1110

1111

1111

2 22 2% 2!

1111

2 4 816

zusammen alle Zahlen
(B"—B)(e, —¢,)*2+(B—1)*2+1




Beispiel 10 als M(2,16,-16,15)

1 10100 1010............
Vorzeichen

Exponent: 20 (0.625%2'=10) — Exponent 4 — 20-16=4

dez 10 =bin 1010 = 0.5+0.125=0.625

Beispiel 0.1 als Binir (geht auch mit anderen Basen):

2%0.1=0.2 — Ziffer : 0

2%0.2=0.4 — Ziffer : 0

2%0.4=0.8 — Ziffer: 0

2%0.8=1.6 — Ziffer : 1

2%0.6 =1.2 — Ziffer : 1

2*%0.2 = 0.4 — Ziffer : 0 — ab hier wirds periodisch
Resultat = 0.000110011001100110011.......

Beispiel 10 als binér :
10/2=5— Rest 0 — Ziffer:0

M (2,8,—4,3)
VZ=0

Mantisse = 100000000
-1
=11111111

Beispiel (1 - 2'8) *2°mit "schieben" :
0,9999%10° =110 *10°
(1 - 2"‘)* 2

Exponent = Grosster Exponent mit 3 =111

9*0)S
28

8*1)

13.5 als Biniir:
1<m<2
13.5 durch 2* bis 1 <m<2

Exponentialverhalten bei 8 Bit (28=256):
Exponent +o0=127

13.5

—5 - L6875* 2° —0.6875(da immer 1)

0.6875*2 =1.375 1
_ . . Exponent 0=-128
5/2=2— Rest 1 — Ziffer:1 0375%2 —0.75 0
2/2=1— Rest 0 — Ziffer:0 0752 —15 1
1/2=0— Rest 1 — Ziffer :1— bis Wert kleiner 0 0.5%2 -1 1
Resultat =1010 Rest 0
0.6875 = 0.1011
Belsplelzl 0.1 als Binér: 135 — 01011 *2°
0.1= I Rest : 0.0375 — grosstes Bit finde, das gerade noch kleiner
1 [Addition, Subtraktion:
0.0375 = 2 Rest : 0.00625
1 M(65536,3,-32768,32767)
0.00625 = 256 Rest : 0.00234 Vom Exponent e = P
0.00234= 1 Rest ¢ v s ~ - i - -
512 Zahl2 + 1 65535 65535 65535
Resultat = 0.000110011...... Zahl2: gleicher | + 2 0 65535 65535 65535
Exponent
Beispiel 0.1 als Binir Zahl2: + 2 1 0 0
1 shiften, da
P aufgerundet
0.1= T als binir 1010 > 0.5 * Stelle
1 : 1010=0,00011 Summe + 2 1 0 0 0
10000 Summe zu- + 3 1 0 0
riickshiften
-1010
001100
-1010
0010
Beispiele :
Umrechnen ins Zehnersystem: clplee
B = fremde Basis M(256,3,-3,5)
n = anzahl Ziffern zl= (1 ~256° ) *2567
7 B"'*z +B"*z, +B " *z, +.. 4z, 22 =384 (256+128)
) ) B 23=1256"°
-1 -2 4-3
001y =2 IFX ORI _ 8404241 _11 24=-15  (-15%256)
2¢ 16 16
vVZ Exponent Ziffer1 Ziffer2  Ziffer3
z1 1 —3(0 bei Bias) 255 255 255
72 1 2 1 128 0
z3 1 -3 0 1 %
256
74 — 1 1 128 0




ie Subtraktion von Dualzahlen

Hier kommen wir mit unserer normalen Schulmathematik nicht mehr weiter. Bevor wir uns mit dem komplizierten ,,Warum ist das denn so?* beschaftigen,
merken wir uns ersteinmal den Mechanismus. Der Satz lautet: Die Subtraktion von 2 Zahlen erfolgt durch die Addition des Zweierkomplementes. Als konkretes
Beispiel nehmen wir dazu die Rechnung 14-9=5. - 9 ist im Dualsystem 00001001.
- Das Einerkomplement zu 00001001 ist 11110110.

- Das Zweierkomplement 11110111.

- Dies addieren wir nun zu 14 also 00001110.

00001110
+11110111

00000101

[Die Addition von Dualzahlen
IDie Addition funktioniert wie bei der Addition von Dezimalzahlen:

0111
+0100

IDie Multiplikation

IDie Multiplikation entspricht einem Verschieben nach links, man spricht auch von einem shift, in diesem Fall ein Links-Shift. Betrachtet man einige einfache
Multiplikationen, dann wird das Prinzip deutlich:

0001111 * 00000010 = 00011110

0001111 * 00000100 = 00111100

0001111 * 00001000 = 01111000

0001111 * 00010000 = 11110000

[Komplizierter wird es, wenn nicht nur mit 2, sondern mit einer beliebigen Zahl multipliziert werden soll: Fiir jede 1 im zweiten Operand muss eine Multiplikation
lausgefiihrt werden, und die Ergebnisse anschlieen miteinander addiert werden.

0001111 * 00000101 entspricht also 00001111 * 00000100 + 00001111 * 00000001
= 00111100 + 00001111 =01001011

Auch bei der Multiplikation muss dringend auf den Wertebereich geachtet werden. Denn genauso wie bei der Addition kann es hier zu einem Uberlauf kommen,
der das Ergebnis verfalscht.

Die Division

Bei der Multplikation wird ein Links-Shift durchgefiihrt, dementsprechend ist es logisch, dass bei der Division ein Rechts-Shift durchgefiihrt wird. Teile ich die
Zahl 8 durch 2 ergibt das 4, in Dualschreibweise 00001000 / 00000010 = 00000100. Die Division durch 2 entspricht also einem Rechts-Shift von einer Stelle. Die
Division von 8 durch 4 ergibt 2, in Dualschreibweise 00001000 / 00000100 = 00000010, also ein Rechts-Shift von zwei Stellen. Was passiert nun aber mit Nach-
kommastellen? Schauen wir uns die einfache Division von 3 durch 2 an. 00000011 / 00000010 = 00000001 Der Rechts-Shift bewirkt, dass die letzte 1 rechts aus
dem Zahlenbereich ,,herausfillt”. Das bedeutet, dass alle Nachkommastellen abgeschnitten werden. Wichtig: Es wird nicht gerundet, es wird abgeschnitten. Das

[Ergebnis aus 3 durch 2 ist also 1!!! Diese Art der Division funktioniert jedoch nur, wenn man durch 2 oder eine Potenz von 2 dividiert. Wir kommen jedoch auch

mit unserer ganz normalen ,,Grundschulmathematik* weiter. Hier ein Beispiel, wie man im Dezimalsystem normalerweise dividiert:
1307/11=118 Rest 9

-11
20
-11
97
-88

9
[Wenn man diese Art der Division jetzt nach dem gleichen Schema bei bindren Zahlen durchfiihrt, dann kommt man auf das gleiche Ergebnis.

10100011011/1011=1110110 Rest 1001
- 1011

Rechnet man die Dualzahlen jetzt wiederum in binédre Zahlen um, so kommt man wieder auf 1307/11=18 Rest 9 (siche oben). Auch hier gilt wieder: Der Rest wird|
lonadenlos abgeschnitten, nicht gerundet. D.h. Der ,,Rest* entfillt.




Matrizen :

-darf tauschen

-darf eine Zeile * rechnen

-darf zwei Zeilen addieren oder subtrahieren

-muss fiir Losung linear abhéinging sein -> Determinante

* * % —
all Xl +a12 XZ + a13 XS +bl - 0 all alZ alS

% % * — * — *
a, *x, +a,*x,+a,,*x,+b,=0 A*x+b=0 a, a,, a,

* % * —
a31 X1 + aZS XZ Jr a33 XJ + b3 - 0 a31 aSZ a33

Tabellenform :

X, X, X

1
a, a, a; b
b

Ay Ap Ay b,

a;, a, a; by

Riickwirtseinsetzen in Rechtsdreieckform:

rll rln
0 r,
R= o =R*x+c=0
0 0 r,
a b ¢ [x; ¢

d e f|*x,|+]|c,[=0
g h i) (x;] [e
C. r, ¥Xx
3 ‘+Z ke Tk c,+(b*x2+c*x3)
a

X, =——k Beispiel x, = —

i
l‘ii

bei Linksdreiecksform bei uns 1 in der Diagonale Vorwiirtseinsetzen:
I . . 0

=R*x+c=0
1
X; :—[ci + i rik*xk] Beispiel x, :—(c, -i-(b*x2 +c*x3))

k=i+1

x1 bl
XZ + bZ
XJ b3




Gauss Algorythmus — geht nur fiir quadratische Matrizen:

A*x+b=0
A=L*R
L*R*x+b=0 R*x=y
L*y+b=0 R*x+¢=0 c=-y
Berechnung von L und R:
2 1) (x, 1
Beispiel A*x+b=0 3 4 2(*Ix,|+|2|=0
2 3] |x, 3
R:
321
* 3 4 2
623 Matrizeneintrag = — Element wo wir sind :_{E]:,l
1 00 3 21 Pivoelement 3
L,j-1 1 0/||-3+3 2 1
0 01 6 2 3
321
* 0 21
6 2 3 (6
1 00 3 2 1 [3]
L,jo 10 0 2 1
-2 01 0 -2 1
3 2 1
* 0 2 1’
3 21
0 21 1:—[;2] R=(0 2 1
1 00 321 2 00 2
L,j0 1 0 021
01 00 2
L:
1 0 0 1 0 0) (1 0 0)(1 0
L=|1 1 0 invertierte Werte von oben bei Rechnung von L: * 110001 0[]0 1
2 -1 1 0 0 1) (2 0 1/(0 -1
{1 OO | OO | o
0 1 0f [ee wee wffone e wefeee
0 1) [ce oo wfleee wee nflee
1. L*y+b=0 vorwirtseinsetzen
2. R*x—y=0 riickwirtseinsetzen
R R R| (3 2 1
L und Rvereint: [L R Ri|=|1 2 1
L L R 2 -1 2
1 0 0] (y, 1
1. |1 1 0|*y,|+|2(=0 y,=—1 y,=—-1 y,=-2
2 -1 1) |y, 3
32 1) (x, -y,
2. |0 2 1|*%x,|—|-y,|=0
0 0 2) (x;)] (Y,

Algorythmus Effizienz:
n3

L*R:O[—]:O(n3)
3

n’—n

z =0+1+2+..+n—-1=

vorwirts

2 2
n° —n n°+n
= +n=—7——

z riickwiirts 2 - 2

Pivotelement :
2 1
314 2
6 |2 3




verschieben der Zeilen in der Matrize, fiir ein Genaueres Resultat
KMS:

masimales Element der Kolonne k wird als Pivotelement genommen.

KolonnenMaximumStrategie

max;., aik(k")‘ = ‘apk(k""
Beispiel :
14 40 7 8 46 3 9| (5 46 3 9] (5
-3 20 3 |+|1|=0— Zeile vertauschen |—=3 20 3 |+|1|=0— Zeile,,vertauschen|14 40 7 |+|8
46 3 9] |5 14 40 7 8 -3 20 3 1
Relative KMS :
Beisiel :
14 -4 7 8 14+4+7=25 0.56 - = -
305 3 |4[1]=0  siz| 3esea=in | qieiatizenclement] | 0y j? ) ziz . :;3 _ 92
si 1 2 3
46 3 -9 |5 46+3+9=58 0.7931 8y + Ty — Otq =13
grosstes Zeile immer oben:
46 3 -9 (5 % % %
-3 5 3 |+[1|=0 3 03 4| -2 |8
14 -4 7 8 4 -5 3 9 |G
dann Gauss: Faktor =L=—-R= — [7[;3]] =—0.65217 8 ’ 9|13 3
46 24 16 -32|-16 |8
46 3 —9) (5 46 3 -9) (5 24 =30 18 | 54 -1
065217 5 3 |+[1]=0=|0 5 3 |+[1 4 21 97 39 -1
4 -4 7] (8 14 —4 7/ (8 302 42
14 0 46 50 [ 70 |20 = Il
dann Gauss: Faktor = L = —R= f[f[g]] =0.3043 o 5 5 |55 |5
3 2 4] -2
46 3 -9 (5 46 3 9| (5 0 1 ’ 1 |23
—0.65217 5 3 [+|1{=0=|0 5 3 |+]|1 0 23 95 | 35
03043 —4 7 8 14 —4 7 8 3 3 4| 2
639 > Matrizenelement| 0 23 231283 -23
0 5 3 |+|1|=0 si=| 3+5=8 qi=——— =] 0.625 n -23 25 | 25 m+1
0 -4 7) (8 4+7-11 o 0.3636 T R
46 3 9| (5 0 1 1 ™
0 5 3|+|1|=0 — lassen, weil oberes qi > unteres qi 0 0 45 | 288
0 —4 7 8
Inverse Matrizen:
Tauschen von Zeilen Permutationsmatrix und Permutationsvektor: 1
1 2 5 1 7%*x=21 — inverse — x:;*Zl
* 3.6 2 2| Permutationsvektor : Matrize fiir den Algorythmus || s o1 _ I1(Einheitsmatrix) —  A* X = I(Einheitsmatrix)
9 7 1 3
00 1) (9 7 1] 3 X0 (%0 (X
P01 0/ |3 6 2 2 B X |13, || %4
100 (1 25 1 Xay )Xo ) X4
1 00 9 7 1 3 a, a, a, 1) (o0 0
P,j0 0 1 1 2 5 1 a, a, a, ol |1 0
010 36 2 2 a, a, a, ol o 1
Immer dort 1 setzen, wo ich die Zeile hinhaben will! 1
P,*P *A A=L*R b® —_lo
0 01 0
* 010 L*R*x" b =0
roo A*z+b=0
1 0 00 0 1 A¥*z—_b
Permutationsmatrix P=P,*P, =0 0 1|1 0 0 z :;4 *(—b)
0 1 0j)(0 1 0 1
P*A=L*R A*XD =0
P(A*x+b)=0 0
P*A*x+Pb=0 0
L*R*x+Pb=0 AEXD —[1
1. L*y+P*b=0 0
2R*x—y=0 0
A*XD =0
1




Ausgleichsrechnung:

C*x+d=0

C*x+d=r

Einfiihren des Residuum r, da Gauss nur mit Gleichviel Unbekannten wie
Gleichungen auskommt.

XTECT 1 dT =T
r*r" = minimal, da Fehlerfunktion

(x"*C" ") (CHxd)=x"*CT*CHx+x"*CTHd 4+ d Crx+d *d
e

F(x)=x"*C" *C*g+2*(CT *g)*x+dT *d =r*r" = Fehlerfunktion = minimal
C'*C=A

C'*d=B
F(x)=x"*A*x+2*B*x+d*d" =r*r" — minimal
OF

—=2%) a_.*x. +2%Db.
ox, ; i i

minimal — F'(x)=A*x+B=0

Beispiel :
f(t)=c, +¢, *x+¢, *x°
Messwerte :

f(0)=1 =¢,

f()=3 =c,+¢, +c,
f(3)=2=c,+3%c, +9*%c,
f(5)=6=c,+5%c, +25%c,

10 0 -1
€y
11 . +73 0
C =
13 9| |2
¢,
15 25 6
A*x+B=0 B=C"*d A=C"*¢c
10 0 -1
11 1 -3
*
13 9 )
1 5 25 -6
111 4 9 35) 12
01 3 5(9 35 153] 39
0 1 9 25/(35 153 707171
4 9 35)(x) [ 12)
A*x+B=0 — |9 35 153[*|x, |+ 39 |=0
35 153 707) |x,) | 171

RechtsdreiecksMatrix und LinksdreiecksMatrix:
1 ch c13
. . 0 1 cZJ
RechtsdreiecksMatrix =
0 0 1
0 0 o0
1 0 0
. . . ch 1 0
LinksdreiecksMatrix =
c31 c32 1
c4l c42 c43




Ausgleichsrechnung Beispiel:
gegeben Messtellen (t,,f,) = ((1,2),(2,2.5),(3,4),(4,7),(5,20),(6,40))
gesucht f(t)=c,+c, *e'

Differenzieren bei Matrizen:

n
‘9—F:2*Zaij *X;+2%b,
0x; [
X
* Xz
X5
a'11 alZ a13 *xl +a’21 * XZ + alS *XS

ay,

a, ¥ X +a, F X, +a, ¥,

a, ¥ X, +a, F X, a, ¥,
X|*<“‘1|*X| +a, *x, +a|3*x3)+
Xz*(an X ta, X, +azs*x3)+

% % % *
X5 <a31 X ta, "X, tag xs)

mit Gauss:

1 e -2

1 ¢ —-2.5

3

Ll

1 ¢ -20

1 e —40

A=C"*C

b=C"*d
1 ¢ -2
1 € -2.5

. 1 é —4

1 ¢ -7
1 ¢ -20
1 e —40

1 1 1 1 1 1 6 636.632977 75.5

[e‘ e e et ¢ e“] [636.632977 188227.63]1 19591.9

A*x+b=0
L —R zerlegung:

6 636.632977
636.632977 188227.63
1 0) (6 636.632977 —75.5
[7106.1 1] [0 120680.1 ]‘

*

[6 636.632977][ 75.5 ‘

0 120680.1 || 11581.35]
11581.35

g =———
120680.1

o _ 155 636.63297T*¢,
,=
6

—11581.35

[ —75.5
—19591.9

|

JF

8—"1:2*(:«”*)&1 +a, *x, +a,3*x3)
JF

8—"2:2*(32, *X, +an*xz+az3*x3)
JF

8—:2*(&131*3(1 +an*x2+a33*x3)
X3

Symmetrie bei x*x" :
1




Q —R zerlegung — geht auch mit nichtquadratischen Matrizen:
Idee Q*Q" = Einheitsmatrix

Konditionszahl k(Q) =1

liinge des Vektoren wird nicht verindert ||y|, =[Q*x], =|x|,

cll ch cl3
i=2 * € Cn Cy
k:3 c31 c32 c33
c4l c42 c43
1 0 0 0 €y
+ |0 cos(p) sin(p) Off ¢, *cos(p)+e, *sin(yp)
= 0 —sin(&p) cos(up)
0 0 0 1 ¢,
¢, =0
—¢,, *sin(p)+ ¢, *cos(p) =0
¢, *sin(p) = ¢, *cos(p)
LT cos(kp) = cot(ap) =t
¢, sin(p)
. 1
Sln((p) = \/I-&-—tz
cos () =t*sin(yp)
1 ch c13
T . . 0 1 €y
Q" *C = RechtsdreiecksMatrix =
0 0 1
0 0 0
Kolonnenweise Strategie :
cll ch clS
ch c22 c23
c31 c32 c33
c4l c42 c43
c, =0 k=2 i=1 Q',
¢, =0 k=3 i=1 Q"
c, =0 k=4 i=1 Q',
¢y =0 k=3 =2 Q"
c, =0 k=4 i=2 Q",,
c,=0 k=4 i=3 Q.

T T T T T T
Q4,*Q ,*Q *Q ,*Q ;*Q ,*C
T T T T T T
Q=Q,*Q ,*Q »*Q ,*Q ;*Q ",

Zeilenweise Strategie — kann erweitert werden mit neuen Zeilen:

€y €2

€ €y €y

€y €y Cy

€ Cp Cy
----- QT34 * eru * erm *Q 1'23 *Q I‘13 * Qle *C
Q=... Qvl au® Qvl 1 Qvl u*Q rzs *Q I‘13 * Qle

cll

¢y, *cos () + ¢, *sin ()
0||—c,, *sin(p)+c, *cos(p) —ey, *sin(p)+c;, *eos(p) —eyy *sin(p) + ¢,y *cos ()

c42

c13
¢y; *cos () + ¢, *sin(p)

Cy3

o
Qul9)= 1
1
K| cosifip) e
: 1
die Zeile i'=i*cos (up) +k *sin (up)
die Zeile k'=-i*sin () + k * cos (gp)
Q" * C = Rechtsdreicksmatrix
Q"*C=R [*Q
Q*Q"*C=Q*R
C=Q*R
v
Q*R*x+d=r [*Q"
QT *Q*R*X+QT *d:QT %y
R*x+Q"*d=Q" *r Q'*d=d
Ro X A A
* + dO — 1'0

(e
o>
-

Ro*x+a;:;;

0-+d,=r,
;o:Ro*x+(/l; ro = minimal = 0
Ay

Ro*er(/i\o:O

Q" *r=r




Beispiel :
A*X+b=0

i=1 k=2
1 -1 0
* {—l 2 —1] =L sin(a)= ! =£ cos(a):t*sin((x):fﬁ
-1 T 2
0 -1 1
cos(a) sin(c) 0| cos(c)—sin(a) 2*sin(a)—cos(a) 0
Q,, = —sin((x) cos(oa) 0 —sin(oa)—co a) sin(u)+2*cos(a) 1
0 0 1 0 -1 1
i=2 k=3
RSN
2 30 2
* 0 7£ 1 ‘20] tz—zzﬂ sm(cx)= ! :ﬁ cos(u):t*sin(u):—z*i:
2 -1 2 J1+¢ 3 2 3
10
0 -1 1
1 0 0
Q,;=|0 cos(u) sin(u)
0 —sin(u) cos(u)
3
1 0o o S R 30
Q=0 N P IR N PRI (1
3 3 2 3 3 3
R ] o o _Y3rVell e 0.3
3 3 3 3 3
!
!
NN 0
bl
bis | 0 0 \B:\/E bz] da 3 Gleichungen und 2 Unbekannte gibts am schluss 0 = eine Zahl = Messfehler
b
0 0 0 3

«|&




n+1 Stiitzstellen  (x,,v,)
R, {x)=a,+a *x+a,*x +..+a, *x"
F, (x) =Y

n+ 1 Stiitzstellen = cin Polynom n-ten Grades

- (x=%, )% (x =%, Jou{x—x_ J(x =%, ) (x—X,)

T =X ) (= X )3 =% )R (X (X - X,)
1, falls i=k

L=y fattg i =k

ri= S0 1

X — X

n n n

e1 mehr Gleichungen als Unbekannte.
Kann n-mal abgeleitet werden.

3 Stiitzpunkte = Polynom 2.Grades

Pix)=|](x—x)* I T(x—x }:“—:—w e
2 (%) Q( &) (l ) JL K, E(H-') Ein Beispiel:
o x=1 3 4 6
y=1 15 05 1
}\EIU — ]
NG . ki
' XX —‘
n o . 1n der Tabelle
Sa"=0
i
i=0
)\g..m““ - _Z )\ilnu)
i=0
3 + 3 + 3 + 3 =0 FA
Yoot Y, +¥,+Y, - s o —
\ : y=1 =13 y=0.5 y=1
y,=1
firk=12,...,n: A =]
fiir i =0,1,...,k-1: x=1 1
NG y=1
>\(3il_ — i
ox —x,
, A =3 -12
A =5 X=
; y=1.5 12
x=4 1/6 -1 =
=6 -1/30 1/6 -1/6
y=1 130
ADb hier einen Funktions- 1 1 1 o1
punkt festlegen 175 30 | 173 6 173 6 ||-1/75 30
35-1 35-3 3.5-4 3.5-6
-1/75 12 1/6 -1/75
DoVl %
_ =0 _ 75 _
P, (x) - = 8 1
2 s




Spline Interpolation : Hermite interpolation
1.Bestimmen des Intervalls

2.Berechnen des Parameters h, = x; | —x;
3.Berechnen des Parameters t = X ; Xi

Beispiel :

X, f, f,

1 2 1

3 4 0.5

5 3 -1

(= x—1

T2

h,=2

Q,()=2%(1-3% 4256 ) £ 4% (346 — 256" ) £ 2% (- 2% + ) + (£ +-')
= x—3

2

h,=2

Qut=3*(1-3%€ 4 2% )+ 5%(3% " — 2% )+ (t— 2% + ') = 2%~ + ')

4.Auswerten des Polynoms: Q, (t) =f,*(1—3%* + 2% ')+, *(3*€ = 2% )+ b, * £, *t*(1—t)’ +h, *f %€ *(t—1)

Spline Interpolation : natiirliche Splineinterpolation:
bei 6 Stiitzstellen =5 h

G3

G4

G5

5h=dy"
3Stiitzstellen = 1 Formel
h =x,, —x
s;=a,%(x—x,)+b *(x—x, )+ ¢, *(x—x;)+d, [
1 "
a = (Vi -y
. Gl G2
b.:E*y"i
1 . . 1
ci:hii*(yi-%-liyl)ii*hl*(y i+l+2*y i) XO Xl X
d, =y,
y l]_y”n =0
6 6
h**()ﬁ_)ﬂ))*h**(yz*yl)
0 1
2*(h0+hl) hl 0 0 y"l i* _ _i* —
h, 2%(h,+h,)  h, R NAND (v =)= ey o
0 h, 2%(h, +h,) h, Y, i*(y Ly )_i*(y —v)
0 0 hs 2*(h3+h4) y'v4 h2 3 2 h3 4 3
6 6
E*(Y4_Y3)_E*(YS_YA)
— ausrechen 'y, —y',

— ausrechen a,—a ,b,—b ,c,—c ,d,—d,

— ausrechen s —s_




Differentialgleichungen:
Euler:

h:Xn+l_x

n

y(xnll):y(xn)+h*f(xn5yn)

Heun — Mit der Trapezregel ergibt sich niiherungsw eise: Erster Schritt bei Heun und Runge-Kutta:

Euler:
k,=f (xk,yk)
im Biespiel:

h
Yo = Yo+ 5 (F(00¥0) (%0 1¥004)

Pridikator y', . =y, +h*y'=y, +h*f(x,,y,)
Runge Kutta:

Y,
k, :f(xk,yk)

k, = 1* 3
=f l*h,yk+%*h*kl]

2 3

[kar

f|x +1*hy +1*h*k
k 2 " Jk 2 2

=f(x, +h,y, +h*k,)

1
Y =Yk +g*h*(kl +k, +k, +k4)

k,
Kk,
k,

Losen von Sytemen von DGL und DGL héherer Ordnung:

1 yzfg Y: =W

|

Um eine Gleichung zweiten Grades mit einem Interpolationsverfahren (nach Euler, Heun, Runge-Kutta) lésen zu konnen, muss die

Gleichung in ein Gleichungssystem ersten Grades umgewandelt werden.
Ziel ist eine Gleichung in der Form:

y'=f(xy)

Bsp:

E*y"fy'+§*y'3+y:0

dy
dt
Die DGL 2.0rdnung wird dabei umgewandelt in ein System von 2 Gleichungen 1.0rdnung.

y'= y(0)=0.5 y'(0)=0 e=0.125

Dabeiisty, =y und y,=y' oderin Vektorform:

y'**y'”*y

mit Zahlen eingesetzt:
Y2
0.5 1
yo:[o] f(x’y): nyg*stfyl
€
Zur Losung des Problems kann die Runge-Kutta Methode 4.0rdnung herbeigezogen werden

y'=X y(0)=05  y'(0)=

Yi=Y Y,=Y

Startverktor [y'] = [0'5]
y

=[)-0)
o
St I )
y'=1(xy(x)

Runge Kutta:

[ l]
Y«
Y,




