Vectorgeometrie

Kréfteparallelogramm:

Die beiden — nicht in gleicher Richtung wirkenden Krifte
teilen sich auf.
Die beiden Krifte werden parallel veschoben —— | bis die ein

Krifteparallelogramm bilden.
Die Winkel teilen sich wie ersichtlich auf.
Es ergibt sich die resultierende KRAFT

F,, =\F +F+2*F *F, *cos(o)
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E Steigung = %
X

Drehvektor = Schraube rechte Hand V, xV,
a X
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Vectorgeometrie

Allgemeines:

D
B
AB=CD
C
a + b =Summenvector
A
Additionsgesetze :
atb=b+a

§+(B+E):(5+B)+E=E+B+5

-a ist Gegenvektor von a

a = Vektor

|a| = Zahl, Betrag cines Vektors, egal welche Richtung

a+b+c=0
Der Vektor, der durch einen Pfeil mit demselben Anfangs und
Endpunkt dargestellt wird, heisst Nullvektor.

Bezeichnung 0




Vectorgeometrie

Krifteaufteilung / Krifteparallelogramm:

Vektorsubtraktion:
Gegenvektor addieren

Vektor zur Spitze - Vektor zum Anfang.
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Jeder Vektor mit der Lange 1 heisst Einheitsvektor.

1*a+m*a =(1*m)*a
1*a+1%b=1%(a+b)

1*(m*a)=(m*1)*a




Vectorgeometrie
Richtung und Betrag:

Bestimme den Betrag zweier Vektoren a und b den Vektor, der

die Richtung von b und den betrag von a hat.

Richtungeines Vektors:
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Komponenten:

Komponenten Von |a|beziiglich der Richtung ;1 und ;2 .
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a=1"r + 1,*r,
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a1 a2
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Linearkombination:

Xx=X\*a + \,*b + X\, *c

—

x = Linearkombination der Vektoren a, b, c.

X > 0 = Richtung vom Vektor
X <0 = Richtung vom Vektor

Man projiziert den gegebenen Vektor parallel zu r, auf die Ebene, die
von 1, und r, aufgespannt ist.

Jeder Vektor a der Ebene lésst scih eindeutig als Linearkombination
zweier beliebiger, nicht parallelen Vektoren r, r, der Ebene darstellen:

.= o
a=1"r + 1,%r

Jeder Vektor a des Raumes lésst sich eindeutig als Linearkombinati-
on dreier, nicht in einer Ebene liegende Vektorenr , 1., r, des Raumes
darstellen:

A= *p x5 *r
a=1"r + 1,*r, + 1,*r
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Recht (Kartesisches) und Linkssystem:

€, z-Achse

e, y-Achse

¢, Xx-Achse
B e, y-Achse

° €, z-Achse

€, x-Achse

echtssystem: inkssystem:

in der Mathematik iiblich
Kartesisches system mit
drei paarweise normal
(90°) stehenden Einheits-
vektoren.

C, € C

Spaltendarstellung oder
Kordinatendarstellung:

0 0 x Kordinate
0=[o| V=0 Allgemein=|y Kordinate
0 0 z Kordinate
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Vektoraddition:
X
X[x,| = X, *e +Xx,%e, +Xx;*e,
X3
Y
Y|V, = YiFe ty,*e, +ys e
Y3
;4‘; = X1*a+xz*g+xa*53—3)+Y1*e—1)+3’2*;2'+}’3*€3’
= (X1+Y1)*e1+(X2+Y2)*ez+(x3+Y3)*63
X Yi X, Ty,
X | H| Y2 =X+ Y,
X3 Y3 X;+Y;
Vektorsubtraktion:

Xy Y X =Y
H171Y2 171X 7Y

X4 A X3V,

Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar (Zahl) auch (S-Multiplikation):

¥y — 2Z*(x *o *o %o
NEX = N*(X,*e, +X, *e, + X, *e,)

— V) Fe +(NEX,)Fe, +(NFxg) Fe,

*
X, NEX,
ANEX = N [X,| = |[N*Xx,

*
X, A*X,
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Gleichheitsgesetz:

Zwie Vektoren des Raumes sind genau gleich, wenn ihre kordinaten
gleich sind:

X Y X\ =Y
XL = |1V & X=Y,
X3 Y; X;=Y;

(Pythagoras s a’+b’= c2>

2
=V
|x| = \/xlz + x22 + x32

Losungsweg fiir geometrische Raumaufeaben:

1. Skizze erstellen (nicht massstablich)
2. Alle vorkommenden geometrischen Aussagen in algebraische iibersetzen.
3. Aus 1. und 2. ergeben sich Unbekannte und Gleichungen

4. Gleichungen oder Gleichungssystem 16sen
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Punkt im Raum:

Ein Punkt ist fest im Raum A (2/3/5).

2
OA |7| istein Vektor, der Pfeil darf beliebig verschoben werden.
Ein Vektor steht fiir unendlich viele Pfeile gleicher Lange und gleicher
Richtung im Raum.

lgesuchter Vektor |

A%
U parallel zu V

Gegenvektor:

eim Gegenvektor andern sich einfach die Vor-
zeichen der Kordinaten.

OA AO 2 —2
OA |—7| GegenvektorAO | 7




Vectorgeometrie

Schwerlinie, Schwerpunkt im alleemeinen Dreieck:

0S = —*ﬁ%*@ +§*oc

Von zwei Punkten den Vektor bestimmen:

12 18
als|, E|ls
o 3

18] |12 18- 1% G
B[-|8 ) = | &-8 = |-3
A EE| -4 -5
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Taschenrechner:

Vectoreingabe: [x;y; Z]

Betrag errechnen: Catalog / norm([x; y; z])
Achtung bei solve( norm([x;y;z]) = norm([Xx;y;z]) ,X)

Skalarvektorprodukt: Catalog / dotP([x;y; z], [X;y; z])

Wichtiges:
kt . N
Vektor = Einheitsvektor (Betragl und die Richtung)
Betrag des Vektors
a
g
- - -2 -2
aca = a = ‘a‘

Bestimme den Betrag zweier Vektoren a und b den Vektor, der

die Richtung von b und den betrag von a hat.

o
*
'l

ol
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Das Skalarprodukt (ist immer eine Zahl):

IProjektions-Vektoren |

spitz stumpf

Das Skalarprodukt zweier Vektoren a und b ist die Zahl (der Skalar):

aob = ‘a*b*cosé
*
Xy Y, XY
PRI oy % % % _ *
aob = |x,loly,| = x*y, +x,%y, +X;*y; =[X,%y,
X3) \Ys X;*y,

positiv, wenn ~ < 90°

negativ, wenn 6 > 90° a*b=b*a Kommunikativgesetz

null, wenn & = 90° a*(b*c)=(a*b)*c Assoziativgesetz

cos(0)=1 a*(b+c)=a*b+ta*c Distributivgesetz
acb=boa

ao (‘BoE) 1 (Eof))oé
ao (B+E)=5o5+505

1* fob)=(1*a)ob=ao (1*b)

aob=0 dann a’b
2

aoa =

a
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Die Projektionsformel:

Herleitung :

spitzer Winkel : stumpfer Winkel :

o8 o8’

— =cosd —= =cos(180-d) = -cosd
OB 0|

‘ﬁ :‘@‘*cosd ‘OB ‘ —‘OB‘ -cosd)

_

j ergibt Richtung des Einheitsvektors in OA Richtung

o4
. |OB|*cosd __, ‘OB‘ -cosd) __,
OB = *0A OB *OA
OA -|0A
erweitern mit |O—A]
OB * cosd*\OA\
OB *0A
i [Skalarprodukt |
0B = 2°2 «ox
aob = ‘ ‘ ‘b‘ *cosd
cosd = 5 °§
al*[o
Spezialfalle:
>

a°a =|a| * [a| = |a]*, da cos(0)=1 | |Projektionsformel (b, =Projektionsvektor)
entspricht dem roten Vektor OB'
7 .
p 2 ob -

°b = [a] * |b| , da cos(0)=1 : ‘5‘2
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Das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt (ist immer ein Vektor):

es gibt folgende Produkte be1 Vektoren:

Skalarprodukt a°b
Vektorprodukt ax b
Spatprodukt  (a x b) °© ¢ Kombination aus Skalarprodukt und Spatprodukt

a x b = |a|*|b|*sins

as Vektorprodukt a x b zweier Vektoren ist der Befrag von a * dem Betrag
von b mal dem Sinus des Zwischenwinkels von a und b.

Die Richtung des so erhaltenen Vektors ist normal, also 90° zu der von aund b
aufgespannten Ebene, so Dass a, b und axb in dieser Rheinefolge ein Rechtsys-
tem bilden.

Der so erhaltene Vektor hat einen Betrag, der den Betrag der Fliche hat, die
durch a und b aufgezogen ist. Seien Richtung ist im 90° Winkel zur von a und b
aufgespannten Ebene.

— —
.. 6 yavi
77 /
a’
N
b X a

Achtung:

1.Vektor (Daumen) x 2.Vektor (Zeigefinger).
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axb = bxa axb bilden in der Reihenfolge ein Rechtssystem.
D Z

axb= -(l; X ;) b x a in der Reihenfolge im Rechtssystem,

zeigt b x a nach unten.

- -

X(BXE) = (;XB) XcC

=axb+axc

ax (B + E) axb+axe eihenfolge einhalten!!1]

—

X*(;xl_;) = (X*g) xb=ax (X*B)

axb=0 < aundb sind parallel

axa=0
|TR: crossP([l;2;3],[4;5;6])|
Xy M X, %y, =% %y,
X, [ Xy, |= _<X3 Y — X, *Y3)
X3 Ys X, *Y, =X, *y,
X4 Y4
Xo | XY, = = K, *y,-X, *y] =1.Kordinate
X3) Y3

=-(X, ¥ Y4-X; *y,) = 2.Kordinate

y
ey
X Y1

.

X1 Y4
X2Ys

=K, *Y,[-X, *y,/ =3.Kordinate

2){/2 =Determinate
X3 3

[Haupdiagonale x. ¥y |

INebendiagonale x, * y, |
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Lineare Abhédngigkeit: Achtung TR liefert nur die Triviallosun

2 Vektoren
linear
abhingig rl r
9) 2
r
Frl und 12 snd parallel. (auch Ge- [Alle drei Vektoren liegen in einer
genrichtung ist moglich) Ebene.
-Sie konnen auf eine Linie ge- -Zwei der drei Vektoren sind
bracht werden. parallel.
-Alle drei Vektoren sind parallel.
linear r
unabhéngig rl 1
r2 12
-Die Vektoren sind nicht parallel. |rI, 12, r3 Tiegen nicht in einer
-Sie spannen Fliache auf. Ebene oder auf einer Geraden
-Sie spannen Raum auf.

Zahll1*Vektorl + Zahl2*Vektor2 + ............... =0

[die Vektorenrt , 1, T, ......

, T_heissen linear abhidngig, wenn gilt:

die Vektorenr,r, 1

Es gibt Zahlen p,, p,, p,, ....., p,, die nicht alle Null sind, so dass

Ty Ty e , T heissen linear unabhingig, wenn gilt:

die Gleichung p *r +p,*r,t....co.c..... +p,*r =0 hat nur die Losung
p,= p,= py;=...=p,=0 — Triviallosung
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Das Spatprodukt:

-1st der Betrag des Volumens

-Ein Kombination von Skalar und Vektorprodukt
-spannt Raum auf

Volumen auf (Spat, Parallelflach oder Prisma).

-Zur lberpriifung, ob drei Vektoren linear unabhingig sind.

Drei lineare unabhédngige Vektoren spannen einen Kdrper auf mit einem gewissen

Rutscht der dritte Vektor in die Ebene der von den zwei ersten Vektoren aufge-

\
/
y

as Spatprodukt 1st dann 0,
wenn die Vektoren linear ab-
héingig sind.

Das Vorzeichen ist +, wenn die
Faktoren ein Rechtssystem bil-
den und -, wenn sie ein Links-

system bilden.

Das Spatprodukt dndert sein
Vorzeichen bei Vertauschung
zweier Faktoren.

Herleitung :
|\Grundfidche : X P2

[falls ospitz £ 90°

|: =¢c0so
r3

=|rs*cos s

= (];i X }72‘ )*H *coso st ein Skalarprodukt

I[f/alls ostumpf 6 >90° 6<180°

=- (]; X r2 )*H *coso Ist ein Skalarprodukt

Spatprodukt : + (]E x B| ) °|73|

(ﬁ*szy*l;)%S*Z’ = B*y*o* (CTXE)OE

[Rechenregeln:

(}71 X r ) % =’ (172 X r3) man darf die Zeichen tauschen

- O—' - O_—' - O—'
(;;)CI"Z) r; = -(;xrl) r3 = -(_‘3)(,'}"2) ri

Vertausschen zweier Vektoren aus einem Rechtssystem ein Linkssystem ergibt




Vectorgeometrie
Wert der Determinante=Betrag des Spatprodukts:

r ri2 ri3

rl=|ra| 2=|r2| 13=|r2s

731 r32 33

- - < + + +

Diagonalen multiplizieren und + bzw. - rechnen.

1R: det([rll’rlz’rB ; I‘21’1.22’1‘23 ; I'31’1‘32’1‘33])

ormel Tur das Volumen eines Tetracders:
=1/6 * Spatprodukt

Hohe eines Tetraeders:
=3*Volumen / Grundflache
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Ortsvektoren und Geraden:

Ein Ortsvektor ist ein Vektor, der nicht verschoben werden darf.

Auch gebundener Vektor genannt (im Gegensatz zum freien Vektor).

Spurpunkte = Durchstosspunkte (die eine Ebene durchstossen)

Schnittgerade = Summe von allen Schnittpunkten zwei sich schneidenden Geraden.

z
\ P OP ist der Vekt
Behandlung wi
Q eradengleichung:
Y X =P+A*P0
X
OP ist der Vektor, fiir den ein Pfeil von O nach A geht; P ist der Ortsvektor.
Behandlung wie ein fester Punkt!!!!
Normalgleichung einer Geraden in einer Eben der Vektoren el, e2 oder e3:
y
X =P+ \*r
a g X pl rl
/ y|=|p2|+A*{r2| Idee \ eliminieren
0 0 0
x=pl+A*rl| *r2  x*r2=pl*r2+\*r1*r2
/ -
y=p2+A*r2| *rl  x*rl=p2*rl+A*r1*r2
xX*r2-y*rl=pl*r2-p2*rl
> X
7 = x*a+y*b=c




Vectorgeometrie
Ebene Q:

Eine Ebene ist eindeutig bestimmt wenn folgendes bekannt ist:
-drei Punkte

-ein Punkt und eine Gerade

-zwei sich schneidende Geraden

-zwei parallele Geraden

Startpunkt (Aufthdngepunkt) und zwei Richtungsvektoren

W(Ebene) = X =OP+A*PR+ u*PQ
PR Richtungsvektor 1
X P—Q Richtungsvektor 2
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Normalgleichung einer Ebene:

Spurpunkte = Durchstosspunkte (die eine Ebene durchstossen)

Schnittgerade = Summe von allen Schnittpunkten zwei sich schneidenden Gera-
den.

1. Spur: Vector in der Grundrissebene x-y Ebene

2. Spur: Vector in der Aufrissebene  y-z Ebene

3. Spur: Vector in der Seitenrisseben x-z Ebene

Spurgerade:Die Menge der Durchstosspunkte von einer Eben in xy, yz, zy, Xy
Ebene.

0 (0] 2

—

W:X=|0|+1*]2]+m?*| 0

5 -1 -3
X
X 0 0 2 X =2*m m = —
z
y|l=|0|+1*|2]|+m*|O0 y=2*1
y
z 5 -1 -3 z=5-1-3*m||[l=—
2
3*x

y
0=5-—- [+2]
2

2

Normalgleichung: 2*z+y+2z-10=0

in Punkt liegt genau dann 1n einer Ebene, wenn seine Koordinaten die Normal-
gleichung dieser Ebene erfiillen.
Normalgleichung:

a*x +b*y +c*z+d=0

(normal)
X = P—I—)\*r—i—,u s a*x+b*y+c*z4+d=0
nl

—

) n=|m2|=rxs = a=nl b=n2 c=n3 [ausdem Kreuzproduki|
n3

2) d= —(Z"TD’)
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von der Parameterdarsstellung — Normalgleichung:

(normal)
X = P—I—)\*r—l—,u s a*x+b*y+c*z4+d=0
nl

— -

1) n=|m2|=rxs = a=nl b=n2 c=n3 [aus dem Kreuzprodukt]
n3

2) d=—(n"Pf——

von der Normalgleichung — Parameterdarstellung:

a*x+b*y+c*z4+d=0 Jeder Punkt mit den Kordinaten (x]y|z) der die
Gleichung erfiillt, liegt in dieser Ebene.

Wir miissen zwei Vektoren (Richtungsvektoren) finden, die senkrecht
zum Normalenvektor stehen und linear unabhingig sind. Zusitzlich ist

ein Punkt P zu finden, der in der Ebene liegt.

Wir suchen e_{ und B 1 n und Punkt p

y=0 Geom. u // yz Ebene
z=0 Geom. v// xz Ebene
a*x+d=0 x=—  a=0
a
0

S
I
<

I
o

!
<l =1
S
I

o o
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Beispiel -
S*x—3*y+4*z—-1=0
y=z=0
S*x—1=0 Wenn d=0 geht die
1 Eben durch den Kordina-
= 5 tennullpunkt.
P [l [0] O]
5
5 0 -4
n=|-3 wn=0 u=|4| vn=0  v=|0
4 3 5
0.2 0 -4
X=|0|+A*[4|+p*l0
0 3 5
Besondere Lagen von Ebenen (einfach gebaut):
Z ||3 *z-4=0
0
$ P(0[0]1,3) d=-4 =0
3
4
>y P [O|O| 5]
X bene 1st parallel zur xy Ebene und geht
durch den Punkt P
2¥x+3*y4+6=0
Z 2
n=|3
0
2
x=0 y=-2 P1:(0|—2|0)
>/ y=0  x=-3 P, =(-3/0]0)
7 2V
I er Normalenvektor liegt parallel zur xy Ebene. Die Ebene

steht also senkrecht zur xy Ebene. Gerechnet {iber einfache
Punkte P1 und P2.
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Normalgleichung bei Ebenen und Geraden:

Z

Spurgerade-Seitenrissebene Splirg: rade—f ufr1ss_ebene
X=a*x+c*z+d=0 X=b*y +c*z+d=0

AN

Spurgerade-Grundrissebene
X=a*x+b*y+d=0

X

Die Geradengleichung ist auch fiir die Ebengleichung verwendbar.
Die Normalgleichung der Spurgeraden entspricht auch der Normalgleichung der
Ebene. ein Parameter fehlt.

X = P+>\*r+u s a*x+b*y+c*z4+d=0

nl
) n=|m2|=rxs / c=n3 |aus dem Kreuzprodukt|
2) d=*<(n°P

E = X-Kordinaten

= Y—Kordinaten
= Z-Kordinaten
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Geradenschnitte:
t
F Q
Geometrisch vektoriell algebraisch
g=h r,t, PQ sind parallel, hat oo Losungen
(Geraden liegen aufeinander)
g//h 1, t sind parallel, aber PQ nicht hat keine Losung
(Geraden sind parallel nebeneinander)
{S}=gnh r,t linear unabhéngig, PQ ist Linear- hat 1 Losung
Schnittpunkt kombination von r und t
(Geraden schneiden sich in einem
Punkt)
g, h windschief |r, t PQ sind linear unabhingig keine Losung
(Geraden sind irgendwo im Raum, und
schneiden sich nicht)
Geraden Ebenenschnitte:
Geometrisch vektoriell algebraisch
Q€g gln und G € Q, g steht senkrecht zu n | hat co Lésungen
(Gerade befihdet sich in der Ebene)
g/ Q gln und G€Q hat keine Losung
(Gerade parallel zur Ebene)
{S}=g n Q gn#£0 hat 1 Losung
Schnittpunkt (Gerade durchstosst die Ebene)
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Ebenenschnitte:

nQ //nQ, nQ //nQ, nQ , nQ, linear unabhén-
gig.

hat viele Losungen Hat keine Losungen hat Losungen

ax+bycz+d=0 weiter:

ext+fy+gz+h=0 rJ—an und rJ—nQ2
r=nQ xnQ,

Schnittgerade zweier Ebenen:

F 0, x e,
P:
X
z=0 P=\|y
0
P in Normalgleichungen oder Parametergleichung
von €), und €, einsetzen.
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Gerade und Ebene:

Ebene :
Q:a*x+b*y+c*z4+d=0
Gerade :
Rl
Y_RiA Re|R| -
R3
Gleichung :

a*(R AN 1)+ b (R4 A1 )+ ¢ (R, A A* 1)+ d =0

Punkt

Punkt A'= A+ (2*—;1)

Gerade h=R + 1 * m)

bei Spiegelungen an Ebene:

Punkt A
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metrische Probleme (Abstinde, Winkel):
Abstande konnen berechnet werden zwischen:
-zwei Punkten (Entfernung)

-einem Punkt und einer Geraden

-einem Punkt und einer Ebene

-zwei Geraden (parallel oder Windschief)

-zwei parallelen Ebenen ---Abstand Punkt-Ebene

'Winkel kénnen berechnet werden zwischen:
-zwel Geraden

-einer Ebene und einer Geraden

-zwei Ebenen

Abstand eines Punktes von einer Geraden:

S
Der Abstand d der Gerade g ist die Hohe Q
des Parallelogramms PQRS.
- Parallelogrammfléche
PR
i 7
d =——
PR|
I x PO
d =——
i

Bestimmung des Punktes F:

Eine Hilfsebene einrichten (normal zu g durch Q):

F ist Durchstosspunkt von g und W.

i =r

d = -nW °©  Normalgleichung z.B 2*x+y-71=0
Normalgleichung mit den Unbekannten A von der Geradengleichung
iibernehmen:

2*¥Q2*A)+(10+A)-(1-4)-71=0

A Ausrechnen / A*r ist Punkt F und Durchstosspunkt
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Abstand eines Punktes von einer Ebene:

Der gesuchte Abstand d kann aufgefasst werden als Hohe des Spats (Prisma)

der von u, v, PQ aufgespannt wird.

Kann also mit Spatvolumen und Grundfldche berechnet werden.

_ Spatvolumen |(; x ;)| oP—Q
 Grundfliche |;, x ;|

Abstand zweier parallelen Geraden:

g=h — zusammenfallend
gC (schneidet) h — gund h haben einen gemeinsamen Punkt
d=0

e parallel zu h
Wihle beliebigen Punkt Q auf g
Abstand d=Abstand Q zu h
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Abstand zweier windschiefer Geraden:

verschiebe g parallel durch Q---> gerade |
Q ist Authdngepunkt der ersten Geraden.

(Q ist ein Punkt auf h)

Q ist die Ebene, die von h und 1 aufgespannt
wird.

Abstand d = Abstand von P zu Q

(Abstand Punkt Ebene)

d= Spatvolumen _ ‘ (; X ;) ° QTD‘
Grundfliche ‘; X ;‘

Achtung bei Punkten mit dem kleinsten Abstand:
OQ+A*t+u*n=0%r

n = Normalenvektor von ¢ x r

Winkel zweier Geraden (windschief oder schneidend):

P

o7
h r COSO = ———

r|* |t
\ -

/wischenwinkel be1 zwe1 windschiefen Geraden:
e Man verschiebt die eine Gerade parallel, bis sich
ein Schnittpunkt ergibt.

Winkel zwischen Geraden und Ebene:

cos(90°-8) = sind = =
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Winkel zwischen zwei Ebenen:

O 1st der kleinere Winkel.
Der grossere errechnet sich
180° -0.

o ist der Winkel zwischen den beiden Normalenvektoren.

‘nw1 * nW 2‘
DR

nw,| * |nW,




Die Kugelformel:

X

Durchstosspunkt Gerade und Kugel:d

Durchstosspunkte erfiillen die Gerade

und die Kugelgleichung!!!

4

2

3 1
M=|1 R=7 Gerade=|1|+\*|-3
-2 2
Gleichung der Kugel:
49=(x=3) +(y—1) +(z+2)

Vectorgeometrie

Falls X auf der Kugel:
MX=X—-M
X—M|=R
X u
Y|y 3|y
z w
xX—u
XM = MK =y
Z—w
[N s —\2
MX =R also (X-M) _R?
Rzz(x—u)2+(y—v)2—|—(z—w)2

chtung
Eventuell Parametervergleich
achen!!!!

<R?

S
N2 R
3 <| N

N e =
|
S < =

= R?

S
N K
S <| N

Falls X nicht gewiss, ob auf der Kugel:

X befindet sich innerhalb Kugel

> R* X befindet sich ausserhalb Kugel

X befindet sich auf Kugel







Vectorgeometrie

Vectoranalysis:
f(x,y)
of of . . . .
—,— heissen die partiellen Ableitungen von f(x,y)
0x 0y
man schreibt auch fx, fy
fxy = fyx
kritische Stellen:
of
f'x)=—=0
(x) o
of
f'(y)=—=0
00 dy
Kandiaten (x,,y,) ........ x,,y,):

bilde D(x,y) = fxx*fyy — (fxy)’

D(x,,y,) <0 Sattel
[D(x,,¥,)=0 unbestimmt]

D(x,,y,) >0 Extremalstelle fxx(x,,y,)>0 lokales Minimum

fxx(x,,y,) <0 lokales Maximum

athematica:
Plot 3D[ Funktion, {x, .., ..}, {V, .., ..}, optionale Angaben]|
optionale Angaben:
ViewPoint->{x,y,z}
PlotRage->{}
BoxRatios->{x,y,z}

Na

AN




[QQ1 1st Schnittebene zur y-z Ebene |
[Q22 1st Schnittebene zur x-z Ebene |

P(u,v,f(u,v))

of of

—(u,v) =0 —((u,v)=0
8y( V) 8x( »V)
keine Extremalstelle

P(u,v,f(u,v))

of of
—(u,v)=0 —((u,v)=0
8y( »V) 8x( »V)
lokales Maximum in P

P(u,v,f(u,v))

ﬁ(u,v):0 g(u,v)=0

ay 0x

aber keine lokale Extremalstelle in (u,v)

ist (u,v) eine loklae Extremalstelle, so gilt

%(u,v)ﬂ g—i(u,v)=0

ist %(u, v)=0 ﬁ(u, v) = 0 so folgt nicht nachgewiesenerweise,
X y

dass dort eine lokale Extremalstelle ist.




Der Normalenvektor:

Idee: finde zwei Tangentialvektoren f) und Zl der Flache und bilde
das Kreuzprodukt:

— -

;szq

und @sind Schnittkurven

wiihle p als Tangentialvektor von k1 in P von 21

wihle a als Tangentialvektor von k2 in P von (22

kl f(x,v)=p= 0
L (u,v)

0

(2 f(yv)=q=| 1




Vectorgeometrie

Q P(P1pzp3)
. n n,
— o—|n,
—_ 0.
Ebene aus Punkt + Normalenvektor:
/ Q:n1x+n2y+n32—(ﬁ°f)):0

Q:n](x_p1)_|_nz(y_pz)—i_ng,(z_pg,):0

Geo: Tangentialebene =
Liniearisierung von f(X,y)

P(u,v,f(u,v)) ein Flichenpunkt

fx(u,v)
[Normalenvektor in (u,v) = n= fy(u,v)

A

Tangentialebene: /
Q:n,(x—u)+n,(y—v)+1(z—f(u,v))=0

Q:n,(x—u)+n,(y—v)—n,(z—f(u,v))=0

(Q:z=n,(x—u)+n,(y—v)+f(u,v)
jmit n, =fx(u,v) n,="fy(u,v)

W:z=Ax-u)+B(y-v)+z,
mit 4= fx(u,v) B=fy(u,v) z,=f(u,v)

st f(x,y) 1 dieser Umgebung von
(u,v) stetig differenzierbar, so exis-
tiert die Tangentialebene in (u, v,
f(u,v))
Sie hat die Gleichung :




Vectorgeometrie
Das totale Differential:

Taylorl =f(x,) +1f'(x,)*(x—X,)
Ay =1f(x, + Ax)—f(x,)
dy =f(x,)*dx
f(x, + Ax) =~ T, (x, + Ax) =f(x,) +f'(x,) * (Ax)
f(x, +Ax)—f(x,) ~f'(x,)*(Ax)
y ~f'(x,)*(Ax)

die Zahl dz 1st das totale
Differential

dz = fx(x,,y,)*dx+ fy(x,,y,)*dy

T ey) 77 7 AN

(x,,Y,) eine feste Stelle

P(x,,y,,Z,) der punkt auf dem Graphen in (x,,y,)

z, =1(x,,Y,)

() die Tangentialebene in P

Sei Q auch ein Punkt auf dem Graphe, aber nur geringfiigig von
P entfernt.

Q(x0 +dx,y, —|—dy,z), z=1(x, +dx,y, +dy)

mit kleinem Wert fiir dx, dy.

Die exakte Differenz der Funktionswerte lautet:

Af =f(x, +dx,y, +dy)—f(x,,y,)

Niherungswert dz fiir Af:

Q'=Schnittpunkt des Lots von Q auf die xy Ebene mit (2
Q'=(x, +dx,y, +dy,z, +dz)
Q:z=A*(x—x,)+B*(y—y,) +z,

A =1x(xy,y,) B=1y(x,,y,)

Q' liegtauf 2z, +dz=A*(x, +dx—x,) +B*(y, +dy —y,) + Z;| e




totales Differential bei n Variablen:

dz=£*Ax1 +ﬁ"‘Ax2 +...+E*Ax
X, ox, o0x

n
n

Vectorgeometrie

Fehlerrechnung:

fiir Maximalfehler:
R =851,4%0,5
R, =252,1£0,4

R = Rl *RZ
R +R,
=R*R()*0,5+R*R,()*0,4

Au ~|du| =|fx(x,y) * dx +fy(x,y) * dy|

= [fx(x,y)|* |dx| + |fy(x,y)|*|dy]
<[fx(x,y)|* Ax +|fy(x,y)|* Ay

X5 Xy5eeneenr X,
AX,,AX,yeeeneey AX,  Messfehler
Au = Maximalfehler der Grossen in:
Au = |du|=|=—*dX, + ceeeen. +ﬁ*dx
1 8Xn
< ﬁ *AX, + eerenens + ﬁ * Ax
1 aXn
0
Au <|—* AX, + e +|—*Ax,
1 Xn

Abschiitzung des Fehlers Au(bei zwei Unbekannten):

Au =~ |du| =< |fx(x, y)* dx| + |fy(x, y)* dy|




Vectorgeometrie

Die Niveaulinien (bzw. Hohenlinien):

/ 2 S S
/ ugel, Taler

Orte mit gleichem Abstand iiber einer Ebene
Schnitt parallel zur xy Ebene
f(x,y) = C = konstant

)
;/

y

2 2
X +2*x" =¢

X2 2*x?
—+ =1
c c

= Ellipse mit den Halbachsen a = \/E ,b= \/g

cos (\/xz +y° )=c

x> +y? = (Arecos(c) )
= unendlich viele Kreise mit dem Zentrum Q und

Radius r=arccos(c)

Fiir c>1 existiert keine Niveaulinie




Vectorgeometrie

Funktionen mit mehreren Variablen:

Die partielle Ableitung:
seiu=1(X,,X,,e00eee,X,)
or or

X, X, X

..........

g \im F(X 50 Xy X0 e X)) —F(X 5 eey X 5oy X))
X, h0 h

die Niveaufldche:

efinition:
sei f(x,y,z) eine Funktion in 3 Variablen, dann heisst die Menge allse Raum-
punkte (x,y,z) mit den Eigenschaften f(x,y,z) = ¢ = konstant Niveaufliche von f.

Beispiel: f(x,y,z)=x"+y" +z2°

eine Niveauflache f(x,y,z) =c

¢ <0 keine Niveaufliche

¢=0 Punkt(0,0,0)

c>0 x*+3*+z'=c  Kugel mit Radius +/c

2 2

Xty

Beispiel: f(x,y,z) =

Niveaufliche dieses Skalarfeldes:
2 2

X+
fx,y,2) = Zy —c

z= L (x> +y%)
c
c*0 Paraboloid
c=0  z-Achse ohne (0,0,0) D=R’\ ((x,y,z):z=0)




Vectorgeometrie

Notation von Funktionen mit mehreren Variablen, :

f(x,5..,X,) — f(X;5..,X,)

f:DCR" = R:(x,.,X,) = f(x,.0,X,)

Bem.R alle (reellen) Zahlen

R*R:R? alle Zahlenpaare(x,,X,)
R*R*R:R* Zahlentrippel(x,, x,,x,) = Skalarfeld
R*R*...*R:R" alle n-Tupel(x,,....,X,)

Anwendungen:

-interpretiere t als Zeit

-jedem Raumpunkt wird die Temperatur T zugeordnet
-Skalarfeld

-Q Ladung im Raum

Das Doppelintegral (Volumen unter der Flédsche) :

AN
/c@i\ﬁg

X
(Grundflache Gebiet G|

Zylinderformiger Korper, begrenzt durch G und den Graphen f(x,y)
infinite semales Volumenelement:
dV=f(x,y)*dA

Volumen zwischen Gebiet und Fliche f(x,y)=Summe aller dV

= [dr=[reyda= [ [ fGy)dy.ds




X

Vectorgeometrie

Schnitt parallel zur yz Ebene

D\

Schnittfliche s(x)

s(X)

olumenelement dV=s(x)*dx

=de:fs(x)*dx

. y
VA

a(x) bx)
a(x),b(x) y-Koordinaten der Schnittpunkte von 2
und dem Gebiet G.
P,q kleinste bzw. grisste x-Koordinate eines
Punktes auf dem Rand von G.
s(x) Inhalt der Fliche zwischen der Schnittkurve
und der x-y Ebene.
y=b(x)
s = [ f(xy)dy
y=a(x)

Das Volumen:

V= Ts(x)dx

X=p
damit:
x=q y=b(x) q b(x)
V= f f f(x,y)dy,dx also ff(x,y)dAszf(x,y)dy,dx
x=p y=a(x) G p a(x)
b(x) q

manchmal (Kreisgrundfliiche = f f f(x,y)dy,dx

a(x) p




Vectorgeometrie

Notation von Funktionen mit mehreren Variablen, :

= Beispiel : f(y,x) = x*(y —1)
Gebiet G: berandet durchy = x*,y =4—x’
V2 4-x? 32
ff(x,y)dA - f f X2 (y —1)dy,dx = 2= *+/2
15
G —2 ¥
Beispiel : f(x,y)=x*y
y=4-x?

Gebiet G: y =x und y:\/;
Schnitt parallel zur y-z Ebene:

a(x)=x
; b(x) = Jx
7 X p=0
A q=1
b(x) Jx
0 1 Inhalt s(x) = f f(x,y)dy = fx* y,dy
1y a(x) X
f(x,y)*dx*dy 9 1 VX
j; J f f(x,y)dA = f s(x)dx = f f x*y,dy,dx
G P 0 x
f(x,y)=x"—y’
=3 Gebiet berandet durch :
x-y=0 y=x //45°
Ry=0 x7yx*y=1 y= 1 //Hyperbel
X
y=0 /IX-Achse
x=35 /Isenkrechte Linie
\\ { f(x,¥dAGT
| =0 1
XO:I } T 2 2 7 2 2
ffx —y'dy,dx [+ ffx -y dy,dx




Vectorgeometrie

x=-y +y’ +6*y, x=0
y={0, 3}

=y Ty o] f(xy)=x’ -y’
x=—y’ +y’ +6*y

ff(x,y)*dA ] f x? —y?*dx*dy

S >E]

b u(x)

ff(x,y)*dA fff(x,y)*dy*dx

a v(x)

\ /
/ > ff(x,y)*dA:]r(j)f(x,y)*dx*dy
G c s(y)
c N ~




Vectorgeometrie

Aufteilen in Normalbereiche, Oder unterteilen
in kleine Techtecke mit den Seitenléingen:
Ax, Ay

[y~ f(xy)*ax* Ay
G
wobei (x;,y,;) im Gebite G liegen muss

>k ]

(orientierter) Inhalt zwischen
/ f(x) und der x Achse zwischen a und b:

B [ foax= ]f(x)*dx

>

(orientiertes) Volumen zwischen f(x,y)
und dem Gebiet G:

f f(x,y)*dA

t(x,y)

I\




Der Schwerpunkt (SP):

Vectorgeometrie

Allgemeiner Schwerpunkt:

Masse M = ka

k=1

Volumenschwerpunkt : dm =dV = f dv

Schwerpunkt rs =

1
:ij"

N < 4

N | <] p|

- 1.& - 1 1
— % m. *x y__* m,_*y 7 =% m. *z
; k k M o k k M = k k
L L 1. @ i
=1y __*ka* Y
; k=1 Zk
Korperschwerpunkt: Flichenschwerpunkt:
Gesammtmasse: M = fdm dm =dA M=A= f da
Gebiet
- 1,
- 1 X=— f x*dA
x=— | x*dm A )
M . gebiet
- 1
- 1 y=— y*dA
y = Mfy*dm g;[wt
k
L4 rszx—l*fdi
Z:ﬁfz*dm y A gebiety




Vectorgeometrie

Flichenschwerpunkt:
Symmetrie: x=0
1,2 V4—x? 1 1,2

A= f dA = 1*dy *dx =—%* ( 4—x2)—(xz)dx

Gebiet “1,2 2 A ~1,2
_ y=x?
y= f y*dA

Gebiet B
o 2 4 El =/4-x2
yzz*f f y*dy*dx ,
“12 2]

1 1,2 V4—x?

—* x*dy *dx

A

-1,2 x?
S
®
Al
A, = Fliiche des Lochs
A = Fliche des Rings=

A=A +A(+..+A) A —A,(—..—A)),
Schwerpunkte: Schwerpunkte:
S](Xlayl) von A1 Sl(xl’yl) von Al
Sz(Xz’yz) yon A2 SZ(XZ’yZ) von AZ
Sn(xn’yn)von An Sn(xn’yn)Von An
Gesamtschwerpunk: Gesamtschwerpunkt:
S(x,) S(x,y)
- 1 - 1
X= X*(A1 *Xl +Az *Xz +'°'+An *Xn) X= X*(Al *X1 _Az *Xz _'"_An *Xn)
o 1 - 1 * * * *
Y= AT AT ek ATy, Y= 2T ATY, ALY, o AL )




Vectorgeometrie

Das Flachentrigheitsmoment (FTM):

Elastizititsmodul

Flachentragheitsmoment I : Formabhéngig
E*I =Steifigkeit "char. Grosse fiir die Durchbiegung"

E : materialabhéngig

. P*F
Durchbiegung h=
3*E*]
%2 % %
kritische Last= 42#
I=Flachentriheitsmoment FTM
¢ = f 12 *dA
5 ¢
Y/ dl =1**dA

I, = FTM bezgl. der X Achse

- I, = FTM bezgl. der Y Achse
I = yz*dA I = | x**dA
[yres =]
y=V16-x2 4 J16-x2
/_\ Ix:fyz*dA :f f yz*dy*dx
§ ' G 4 0
-4 4 4 162
Iy:fxz*dA :f f x* *dy *dx
G 4 0
Ex - Ischwerpunkt + dz * A
schwerpunkt = Ix - d2 * A
| 1 4 J16-x* B
y:—*f f y*dy*dx beix:x
A 4 0
IT ‘
I = x” *dy *dx bei x: y’
’ —4 0




Vectorgeometrie

a

a I :fyz*dA :]fyz*dy*dx
G 0 o0

A\

Satz von Steiner:

enn X,y Kordinaten im Schwer-
punkt liegt, sind die statischen
Momente gleich null.

G = ein Gebiet

g = eine Gerade

A = Fliche von G

S = Schwerpunkt

s = parallele zu g durch S

a= Abstand vonszu g

az*fdA fyz*dA
G G

a’* A 2¥a* A%y I(=1)

. |
L(I)=I,—a’*A wobeia’=y |

+ —

I,=[(a+y)*dA=
G

2*a*fy*dA
G

L(I)=I -y *A




Kurven in der Ebene:

/

Vectorgeometrie

; Ortsvektor

;(t) r von Zeit t

Beispiel:

r_ Ortsvektor

;( 5= sin(0)

sin(0) * cos(0)

1 &9:

Mathematica:

Mode -> Graph -> Parametric

Achtung nur t, x, y verwenden

ParametricPlot[ {x(t), y(t)},{t, min, max}|

k(o)

iy
!

chtung :
Startwerte dazuzdhlen

s(P)=M+r*

cos()
sin(¢)

Falls M in Nullpunkt:
2 2

M
FeRth

a*cos(t)
b *sin(t)
b*sin(t) b

r(t)=

tan(e) = a*cos(t) a

S —

—*tan(t) d.hop=t

0 2*r*q

-

r(o) = r*p—r*sin(y)

r —r*cos(yp)

Dreieck!!!!

|Erg1bt eine Kurve namens ,,Zykloide* |




Vectorgeometrie

B
Allgemein:
r(t)= A +t*AB
1 0
A r(t)=[0|+t*1] 0<t<1
0 0
0 1 -1
t)=|1|+t* 0 0<t<1
N R(1/1/0) nO=1+ <t<
Q(0/1/0) 0 0
2
I.1
P(1/0/0)
Der Tangentialvektor:
r'(t)
— — ' t
/ (t) angentialvektor v =r'(t) = X'( )
y'®
Beispiel: Bestimme die Tangente an die Spirale in ¢ = g
1) = preos(p) L T
P lersinep)] T2
Siy | €08(p) —psin(p)
sin(p) + ¢ * cos(p)
T
F[E] I
2 1




Vectorgeometrie

x(\)
y(\)

Betrag Tangentialvektor : Bogenliinge:

TJ(X'(x))Z +(y'O0) *dx

F(x)zl ] A SANEN,

Tangentialvektor ;'O\) :
x'(\)
y')
Normalenvektor H(X):
—-y')
x'(N)
Einheitsvektor H()\) :
1 %
Vo0 +(3' o)

(Tangentialvektor ° Normalenvektor =0)

-y'(N)
x'(V)

/ m:'f&‘




Vectorgeometrie
Agquidistante Kurven:

gesucht:
Aquidistante Kurven k(\) mit Abstand d:

ﬁ(x) = ;(>\) 4 d * Normaleneinheitsvektor
d -y '(X)]

KO\ =r(\)+ : ¥ 7
Jxoo) +(vion) 1Y)

er Pysikalische Aspekt:
r(t)=Geschwindigkeit
r‘(t)=Beschleunigung
p(t)=m*r‘(t)=m*v
m*re(t)=F(t)

m*r"'(t) = F(t)

m*x"(t)) | F(t) . N
| = — Differentialgleichungssystem
m*y'"(t)] |F,(t)
B Bezierkurven:

/ AB Tangente an A

K CD Tangente an D
/\J{D A Anfangspunkt, D Endpunkt
A B,C Kontrollpunkte

L) = AR -1) 3% B*t*(1-1)? +3*C* 2 *(1-1) + D*7°
c/ r0)=4, r()=D
r'(0)=3*4B, r'(1)=3*CD




Vectorgeometrie

Die Kreishewegung:
Rasius*cosd(t)
Rasius*sind(t)

speziell: 8(t) =w*t+9,

—

r(t)y=

2%m wieviel sekunden

w= , T=Umlaufzeit = ——
T wieviel Umdrehungen

Uhrzeigersinn w < 0

Gegenuhrzeigersinn w >0

Bsp:
5 Umdrehungen in 3s im Uhrzeigersinn
— *
r(0) = T=3gec w1077
— 5 3
T
0)=——
©(0) )
10* T
t)=— *t——
P(t) 3 )
*
cos[— 10 TY*t—E]
r(t)=R* 3 2
*
sin| — 10%m, t—=
3 2

chtung :
Startwerte dazuzihlen




2 Bewegungen:

Vectorgeometrie

Ein Kreis rollt auf emner Geraden.
gesucht: Ort-Zeit Funktion des Peripheriepunktes P.

Die Bewegung setzt sich zusammen aus Rotation und Translation.

R

chtung :
Startwerte dazuzihlen

%

r,(T)=2*7*R=Kk*T

Orts — Zeitfunktion :
r(t) =r,(t)+r,(t)

-0.5*n
Rotation :
- cos(w*t+9 0 *
l'l(t)ZR* ( 0)+ , 602—3 w:2 T
sin(w*t+9,)| |R 2 T
Translation :
r,(t)= r0)=0 s=0




Durchstosspunkt von Kurven und Flichen:

Ebene:3*x+4*y—-2*z+1=0

t—1
rt)=| ¢
t+1
3E(t—1)+ 4% —2%(t+1)+1=0
1
tl :0, t2 :—Z

1

P, =r(0)=(-1,0,1) P,= F[—Z] = (~1.25,0.065,0.75)

Winkel zwischen Kurve und Ebene:

Bei Winkel bildet der Tangentialvektor der Kurve im

Durchstosspunkt und der Ebene.

Winkel :

Tangentialvektor ° Normalenvektor

cos(0) =

x'(Punkt)
Tangentialvektor = |y '(Punkt)
z'(Punkt)

|Tangentialvekt0r| ® |N0rmalenvekt0r

Vectorgeometrie



Vectorgeometrie

Kurven im Raum:

x(t)
r(t)=y(t)
z(t)
x'(t)
Tangentialvektor ;'(t) =|y'(t)
z'(t)
t2
Kurvenlinge s = f«/xz +y’ +2" *dt
t1

{ |

)
gegeben :

Hohe H=10

Radius R=3

Anzahl Windungen a=8
Achse = Z-Achse
1Umdrehung =1

Kreis x
r(t) = |Kreis y
k*t
Winkel bei Uhrzeigersinn - bei Gegenuhrzeigersinn +
Achtung Startwinkel dazuzéihlen!!
3*cos(Startwinkel + 2*w*t)
;(t) =|3*sin(Startwinkel + 2*n*t)| k=
k*t

H
a

3




Vectorgeometrie

Flédche Ellipse:

a*b*x

Kreisgleichung:

y = r?—x?

Guldin (Schwerpunkt einer Halbkreisfléiche)
V=2%x*% ; * A(halbe Kreisfliche)

\%

y=

2*1* A(halbe Kreisfliche)

Beispiel :

Fusspunkt vom Lot von P(1,,0/-1) und der Funktion

z=x"—y +3*x*y+1

—

1
0|—

—1] |zist(x’ —y’ +3%*x*y+1)

f'(x)

FP=X*n  n=|f'(y)

-1
X

y

2*x+3*y
=N*|-2%y+3*x
-1

o]

Tangential und Normalenvektor:
sind immer 90° zueinander:

r(t)°n(t)=0

r(t)= (XJ H(t)=( y )
y -X




Vectorgeometrie

ektorenfelder:

Beispiele :

Geschwindigkeitsfeld (3)

Kraftfeld (f)

- [fxy) oI

v(r)= s I'= [Funktionsname |
f,(x,y) y

Feldvektor

v:DCcR? — R? [Vektofeld mit 2 Variablen |

Beispiel Kraftfeld(minus, weil Nullpunkt in Mitte Planet):

G (Gravitation) =~ * M

2

r
Einheitsvektor — ﬁ
r
Gl= M
Il
G(r)=~* Mz* L (Einheitsvektor) = —y*——*r
r*r] i
G = —— r=)
>l y




Vectorgeometrie

as Kurvenintegral:

Kraftvektor in P : E(;(t))

Vektorielles Element tangential zu ;(t) inP:dr

du(delta Kraft)=K°dr
w= | dw= E°d;
[,

Kurve C r(t) fir t € [t,t,]

< dr - 2
r(t)=— — dr =r(t)*dt
(t) ” (t)

K=K (?(t))

o= [Reai= [R[Fo)fForar
C

t=t,

Beim Weg C:

z(y) (Gerade von Y-Achse zur Z-Achse) wird von z

immer die Funktion entscheidet, von wo bis wo Integriert wird.

y(x) (Gerade von X-Achse zur Y-Achse) wird von y,, . —y,, integeriert

Start

Zg,, integriert
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Ft)=F (F(t))

gl

x-1
Welche Feldlinien hat das Vektofeld ;(F)= y-2|222?

V/

Feldvektor in r(t) : f«'(?(t))

) =F (f-(t))

X(®
r®=|y(
20

x(t)—1 x(t)

F(r®)=|y®-2|=f®)=| 3@

(t) i(t)

Nur dann eine Feldlinie wenn:

|Gradient =| — [=ein Vektor der in richtung der grossten Verinderung zeigt
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[Parameterdarstellung von Flachen:

AN
Vi
]

-

N

Y

X
Paraboloid:
u*cos(v)
R(u,v) =| u*sin(v)
2
u

Zylinder :

Der Zylinder besteht aus lauter Kreisen die parallel zu xy Ebene

sind, und das Zentrum auf der z-Achse haben.

r *cos(u) r *cos(u)
k,: r(u=|r#sin(x) k,: r(u=|r*sin(x)
0 h
damit:
r *cos(u)
Zylinder :  r(uyv)=| r*sin(u) 0 <u<2*m
' . ’ 0<v<h

v

Parameter Diagramm (Parameterbereich):

/

AN

0 2% - u

Zentrum 0, Radius R

R'= (a*cos(u), a*sin(u), 0)
a=0P'

a= ‘OP " =R *cos(v)

P'*P =R *sin(v)

R * cos(v) * cos(u)
OP = | R*cos(v)*sin(u)
R *sin(v)
cos(v)*cos(u) 0<u<2*m
Kugel ;(u,v)=R* cos(v)*sin(u)
- S<v<—
sin(v) 2 2
P Param/ 3\ter Diagramm (Parameterbereich):
' n/2 !
S/ JL
0 |\7I E 7 N
ul ‘1/\' Y 2% ”
______________ ~ _\_Ll'
P* (Lot) /2




Vectorgeometrie

arameterdarstellung emer Ebene:

3-2*u+S5*v| |3 -2 5
r(u,v)=|1+7*u-8*v|=|1 |+u*| 7 |+v* -8
-2+utv -2 1 1
a
-2 5
a a=|7|,b=|-8
1 1
Richtungsvektoren :
>|ﬂ 1u ' 0 0
a=[0f, b=[-5]|, P=]0
0 8 8
u
- 0<u<10
r(u,v)=| S*v
-1<v<0
L+s*v]

[Schaar zu a parallel|

‘Schaar zu b parallel]|
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spezielle Flachen:

1.Parametrisierung der Randkurven:
ko kO
2.Sei P(t)=k,(t), Q(t)=k,(t) zweilaufende Punkte auf den
Randkurven
3.Parametrisierung der Strecke PQ:
s(w) = P(®) +u* Q) - P(t))
0 <u<l
t, <t<t,
4.Fliche:

rtw =k, ® +u* (k0 -k, ()

B
= A+t*AB
—A+t*AC
t,u) =k, (t)+u*kKk,(t)

-

b

~—

=k, () +u*(k,(t)—k, (1))

= o =L =l =
N TN N

INIA
- g
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er Normalenvektor:

Normalenvektor in F(uo,vo)

Normalenvektor ist das Kreuzprodukt von 2 Tangentialvektoren aXb
P= ;(uo,vo) ist der Schnittpunkt der Kurven ;(uo,v) und ;(u,vo)

u, und v, sind konstant.

F:;(uo,vo)

ﬁ(u,t) _or X or falls Gegenrichtung ﬁ(t,u) _or X or

Oou Ot ot  Ou
Bsp:

u *sin(t) V2
;(u,t): u * cos(t) F:F[Z,E =(V2

u’ 4
- - [cos(t) Ddsin(t)]  [—2*u’ *cos(t)
- 8[' 81‘ . 2 .
n=— X —=|sin(t)| X [u*cos(t) |=|—2*u” *sin(t)
Ju Ot
2*%u 0 u

—4%\2
ﬁ[z,g]: —4*\2
2

Normalenebene mit n und r(u,,v) und r(u,v,)




Vectorgeometrie

> 2] S

7

El |S=Normalenvektor|

]

Oberflicheninhalt (Fliche):

Summe aller Normalenvektoren ;1, da die Normalenvektoren
die Fliche der beiden Tangentialvektoren aufspannen:

Oberfliiche j = [ aa] = [/ ‘ﬁ(u,v) * du * dv
Bsp:
2-2%u

r(t,u) = 2%¢ 0<ut<l

2 2%t 2%utd4¥utt

0 2 —448%t

neun =2 x L _ 2 | x| o0 |=|4-8*u

ot  Ou

“214%u| |-2+4%u 4

11
*du*dv:ff\/(—4+8*t)z+(4—8*u)2+42*dt*du
0

0

Oberfliiche j= [ ‘H(u,v)
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v=Fluss

2]
—>
El |S=Normalenvektor|

Das Oberfliachenintegral ¢:
Das Oberfléichenintegral ist die Menge, die ine der Zeit t durch die Rechtecksfléiche S fliesst.

Fluss von v durch S in —}:
s
S=A
S=aXb
S= ‘g‘ = Inhalt des Parallelogramms
b= [ vedA
F;;i/c:lc

o= fK(r)°S = ff K(r(u,v))°n(u,v)*du*dv
Bsp:

u*cos(v) 0
- . 0<u<v2 -
r(u,v) =|u*sin(v) v(r)= 0

2 0 S v<2%m 2,2
—u“+3 z%e YD)
0 0
v(r(u,v)) = 0 = 0
_u2 + 3 * e—(uz*cosz(v)+u2*sinl(v)) (_u2 + 3)*e—u2

or o |cos(V) —u *sin(v) 2*u’ * cos(V)

n(u,v) = a_r X 2 _lsin(v)| X |—u*cos(v)|=|2*u? *sin(v)
u
—2%u 0 u

V(r(u, v))°n(u, v) = u* (—u’ +3)*e "

2%1 2
d):ffu*(—u2+3)*e’“z*du*dv

0 0
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eispiel eines Oberflachenintegrals: (Fluss duch die Hiillfache einer Punktladung)
o)

Richtung des Vektors beim Kreuzprodukt mit rechter Hand + Daumen priifen
von 1.Vektor nach 2.Vektor kippen!!!!
Kegelmantel :

2*cos(j)
F(j): 2*sin(j)| 0<j<2*mw
-3
2*t*cos(j)
F(j,t):s_1>’(j)=§+t*(—§+17(j))= 2¢t*sin(j)| 0<t<1
—-3-6%t
Kreisfliche :
a*cos(j
N E"; 0<j<2%n
,a) =|a*sin
! ! 0<a<2
-3
Normalenvekoren :
- or _ or
niKegel(j,t) =— X —
1Kegel(j, t) i >t
- K K
nzKreisfliiche(j,t):a—_ X %
Jj Oa
Es miissen beide Normalenvektoren nach aussen zeigen (oder beide nach innen):
R - or  or
Kegelmantel : E(rt ')On j,t)*dt*dj |oder n(j,t)=—— X —
g [[E(rct.d)n G0 J[ (== X 5

Kreisfliche : [[E (K(t, j))‘i( j,a)*dt*dj
[Iberflichenintegral : Kegelmantel + Kreisfliiche
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Lineare Abblidungen (Multiplikation mit Matrize):
M: R>—=R? : v—>M*v

M : eine beliebige 2x2 Matrix

-Bei Drehung ist M D,

-Bei einer Geradenspiegelung ist M R, ,

-Bei einer Streckung ist M S,

Linear, wenn F(x + y) =F (x) +F (y)

Originalpunkt P ist der "Urbildpunkt"

Abbildpunkt P * = M *P ist "Bild von P"

Wichtig — immer in Parameterdarstellung

Drehung um 0(0,0) um j:
cos(j) -sin(j)
[sin(j) cos(j)]
Geradenspiegelung an einer Geraden g durch 0(0,0) :

i

Vertauschen der x und y
Ul' UZ
o/l
g: a*x+b*y=0
1 [-a"+Db* -2¥a*b
Cal+b? [-Z*a*b a’-b’ ]
Streckung mit Zentrum O(0,0)und Faktor 1:

a,b

1.0} . . . . m 0
S, = bei ungleichmissigem Saklieren S, =
Plo "lo
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Wie lautet die Matrix T welche A (-1/2) auf A*(4/-1)
und B(3/1) auf B*(2/2) abbildet?

Gleichungssystem mit Matrize.........
T*A=B LokAT

T=B*A"

o, b, _\4 2], [-1 3]

by ta| |1 2] |2 1
Allgemein :

-1

=[A*! B**A! B]

Wie lautet die Matrix der folgenden Abbildung?
Drehung um - 20°, dann Spiegelung an y = x, dann Drehung um 45°, dann

Streckung um Faktor 3
P beliebig
Matrizen = D,, R, D,, S,
M=S,*D,*R*D,, Achtung gekehrte Matrix!!!!!!
M*P=S8,*D,*R*D,, P'=D,, *P
=S,*D, *R P'"= R*P' R*D,, *P
=S§*P” P”V_D *R” D45 R*D_zO*P
=p"" P'""' = S *Pvn Ss*D45*R*D-20*P

Die Inverse Matrix :
Inverse Matrix ist die Riicktransformation!
Bei Drehung mit d ist die Inverse Matrix eine Drehung mir -d

Bei Streckung mit t ist die Inverse Matrix eine Streckung mit %
M=D*R*S
M' =S *R**D" =(S*R*D)’ (A*B)' =A™ *B"

Drehung, dessen Drehzentrum nich im Kordinatenursprung liegt :

1.Das Drehzentrum nach 0 verschieben P'=P-Z

2.Drehen P'=D*P'= D*(P Z)

3.Zuriicktransormieren P'"=P'+Z=Z+P' ¢
=7Z+D*(P-Z)




Vectorgeometrie

Lineare Abhingigkeit:

F: R — R einzige lineare Abbildung F(x) =m*x
fiir die bestimmung von F(x) brauchts 1 Punkt (x,y)
x [k 0
v [0 k

X

y

*

Achtung: k*

Beweis :
F(a+X*b)=m*(a+X*b)=m*a+m*\*b
F(a)+FO\*b)=m*a+m*\*b

X ab
y] ¢ d
fiir die bestimmung von F(x) brauchts 2 Punkte (x,y)
man schreibt:

F: R? - R’ einzige lineare Abbildung F

1 yl m Xl
T: R"™ —=R" we|—|w.|=n{n xm Catrix|*| ...

XI'l'l yl‘l Xl’l'l

fiir die bestimmung von F(x) brauchts n Punkte (x,y)
T: R"—>R" : x—y=T%x

—  Streckung — linear abhiingig

F: R ~ R einzige lineare Abbildung F(x,y) =a*y +b*y

X

y

*

Beispiel eine 2 x 2 Matrix A mit der Eigenschaft A = A’
(Klar A = £1)

Geradenspiegelungen haben die Eigenschat A* =1
z.b Spiegelung an 2*x—5*y =0

R—R 1 *\21 20]

29 [20 —21
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e e = cos(p) . _|sin(p)
e £ P lsinge)] T T cos(e)
0 D— cos(p) —sin(p)
I e sin(p)  cos(p)
Cs
Drehen um eine Achse: e
Beispiel : Drehung um e, Achse: ’
Schauen, wie sich die Achsen verhalten D_= [91* le, | e
1
0 0
e, »e =e e, —e, =|cos(j) e, —e, =|-sin(j)
sin(j) cos(j)
1 0 0 cos(j) 0 sin(j) cos(j) -sin(j) 0
. =[0 cos(j) -sin(j) D= 0 1 0 D, =(sin(j) cos(j) 0
0 sin(j) cos(j) -sin(j) 0 cos(j) 0 0 1

Drehung um einen Vektor :

a
Drehvektor

l.a= ‘Drehvektor‘ = a,| =1 (auf eins setzen) (: Normalenvektor)

Betrag
a3

2.A ausrechnen A =a*a" =|a,|*[a, a, a,]
3.B ausrechnen B=|a, 0 -a,

-a, a, 0
4. D = cos(j) * Einheismatrix + (1- cos(j)) * A +sin(j) * B




Vectorgeometrie

Drehung, dessen Drehzentrum nicht im Koordinatenursprung liegt:
1.Das Drehen nach 0 verschieben P'=P —7Z

2.Drehen P'=D*P'=D*(P—Z)

3.Zuriicktransformieren P"=P'+Z =7+P'

=Z+D*(P-Z)

Spiegelung an einer Ebene ¥X: A*x+B*y+C*z=0:
’ A
n = Normalenvektor = \7f X \—7g' =———*B| dh ‘H‘ =1
JA? 4B +C C
V,°V,
Drehwinkel cos () =——*~
Vil |Vl

R = Einheitsmatrix —2*n*n" ,

ﬁ‘:l

n:

positive Drehung wenn rechte Hand
negative Drehung wenn linke Hand
Finger Drehrichtung Daumen Vektor!

1
gir(t)=t*1
1

1

1_1':e3 x |1

1
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Frojeltion des Fanves aaf dis yr-Ehene:

| s
El—}El =

$ %
|1 B By
Der Grmdriszalslinears Abbildimer
ver et Inforrn=dioret
Serdmecht auf eire Fhere 5: A*x4+EB¥y4+O%1=0 projidersn: .
Frojelticrerichiure 1 = Morrealeroreltbor nowon S
zei Morrralerorelsbor Betrag 1

F=Eirleitenatricntn’  reit[n]=1
Chare hetosspumdet des Loks von @ it E:E-[ﬂ°&']*ﬁ

1 Iy 0 Iy n Iy

fir @=ejeq,eqt o) —0]ng ¥ng | ea—|lna ¥ | ey—| 0|0y o
] ] 1

Ty o Ty

F =Birbedamwtri-nin’ it =
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z
oI
y — bl
z(y)=r,—tan(8)*y z(y) =r, +tan(d)*y
I, I,
tan(8)=—--2 tan() =2
B)=-" an ) =
Winkel ist negativ Winkel ist positiv
z
/ Kreis in x-y Ebene:
p| (rrcos(s)

r(t)=|P, |+|r*sin(p)

P, z
Kreis in x-z Ebene:

> y P, r*sin(y) P, r¥cos(yp)

r(ty=|P, |+ y ollenP, |+ y
O P, r *cos(yp) P, r *sin(y)

Kreis in y-z Ebene:

Streckung x: Illl ¥
F 00 r(t) =|P, |+|cos(p)

01 0 P, sin(p)

0 01
Streckung y:
1 00
0 F O
0 0 1
Streckung z:
1 0 0
01 0
0 0 F

Matrizenrechnung M*M" :
1 2 3 4

2(%(2 3 4)=|4 6 8
3 6 9 12
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1 4 5 6

2(*(4 5 6)=[8 10 12

3 12 15 18
Eine Geradenspiegeung ist immer zu sich seber Invers, das heisst :
S=8"

Bei Kugel und Eipsen Transformationen :
(x-u)2 —|—(y+v)2 +(z-w)2 =R’
u

Mittelpunkt Transformieren Achtung Vorzeichenwechsel M = |-v

w
Bei Streckung \/E = R strecken, dann R’
bei Parameterdarstellung immer :
u
r(gv)=| v
f (u, v)
3+t
um die Gerade g : r(t) =|-1+2*t|um 90° drehen :
3-t
3 1
1.Verschiebung um ; =-|-1 2.Drehung um ; = A . 2 3.Verschiebung um - ;
3 \/E -1
an der Ebene W :4*x-y+2*z-1=0 spiegeln:
4
1.Verschiebung um ; = i *|-1| 2.Spiegelung 3.Verschieben um -;
2

Bei Drehung :
Drehvektor ; ist der Normalenvektor
Bei Gleichungsystem :
T*A=A" IxA
T=A*A"
Bei Matrizen :

cos(j) 0 sin(j)] (O r *sin(j)

0 1 0 [*|t|= t
-sin(j) 0 cos(j)) (r r * cos(j)




Spitze = (0,0,8) Hohe =12 Grundkreisradius = 4
4*cos(t)
K(t): 4*sin(t)
0
0 4*cos(t)| [4*cos(t) 0<t<2%m
r(u,t)=|0|-+u*4*sin(t)|=|4*sin(t)|, —1<u<1
8 -8 8§—8*u 2
1+cos[t+2] -1+cos[-t+£]
2 2
k, (t)= sin[t+%] k, (t)= sin[-t+§]
0 2
r(t,u) =k, (t)+u*(k,(t)-k, (t) 0<u<2*p, v

1
rechte Figur ;(t,up) gleiche Figur wie inks, aber mit Rotationsachse g: ;(t) =2
-1
0 1 .
Drehung um Normalenvektor v=|1|x | 2 | um o mit cos(a) = |vT*igg|
0 -1

F(t,kp) — D*;(t,kp)

z
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Der Rang einer Matrix :

n Vekoren v,,v,,...,v,

wenn

1¥v, +1*v, +...+1*v, = 0 die einzige Losung — linear unabhéngig

wenn

1¥v, +1%v, +...+1*v, = 0 und noch andere Losunge z.b 1 =1 — linear abhingig
Vektoren sind dann linear abhéingig, wenn mindestens einer der Vektoren

als Linearkombination der Anderen dargestellt werden kann.

Vektoren sind in einer Ebene, oder Vektoren sind parallel.

Die Anzahl nicht Nullstellen in der rref - Form einer Matrix A heisst der Rang von A.

n n
1 0 1 0 * *
1 1 * %
1 0 1 * *
m 1 oder m0 0 0 0 0 * = Wert
0 1 00 00O
00 0 0O 00 0 0O
00 0 0O 00 00O
Rang =5=n Rang =3
mn:

linear unabhingig, wenn Rang =n
linear abhéngig, wenn Rang < n
m<n:

immer linear abhéngig




